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我 们 知道 “函数 ” 的 自 变 量 与 函数 值 都 是 数 或 数组 。 从 通 数 
概念 拓 广 出 去 , 便 是 “变换 ”的 概念 。“ 变 换 ” 的 自 变量 与 因 变 量 
还 可 以 是 向 量 、 扼 阵 或 函数 。 例 如 组 性 代数 中 的 线性 变换 ， 便 是 
以 列 向 量 为 自 变 量 及 因 变 量 的 一 种 变换 。 又 如 微 积 分 学 中 的 求 时 
适 算 也 是 一 种 变换 ， 其 自 变量 与 因 变 量 都 是 一 元 函数 ， 其 定义 域 
便 是 可 导 函 数 类 。 

所 谓 积 分 变换 ， 就 是 通过 积分 运算 ， 把 一 个 函数 变 成 另 一 个 
函数 的 变换 。 详 言 之 , 就 是 把 某 函 数 类 4 中 任意 的 函数 / (x), R 
上 一 个 确定 的 二 元 函数 K(x，p )， 然 后 计算 积分 ， 即 


F(0)= | FCK, p)dx 


这 样 ， 便 变 成 了 另 一 个 函数 类 8B 中 的 函数 (了 )。 其 中 积分 域 是 
WER. K(x, 2) 的 形式 ， 决 定 着 变换 的 不 同名 称 , 通 常 把 
K(x, b) REFR, PIC) BERRAR, EEC) iE 
f(x) HRA; E- ERFT, CME- HER, 并且 变换 
是 可 逆 的 。 

用 积分 变换 去 解 微 分 方程 或 其 它 方程 , 是 基于 这 样 一 种 想法 ， 
假若 不 容易 从 愿 方程 中 直接 求 得 未 知 的 解 *， 那 么 ， 便 去 求 它 的 
某 种 变换 的 像 沙 数 勾 ， 然 后 再 由 求 得 的 区 去 找 x。 这 种 变换 的 选 
择 ， 应 当 使 得 ， 中 能 把 x 的 方程 变 成 X BU TR p Sk X B y P, OX 
的 方程 是 容易 求解 的 。 

在 初等 数学 里 ， 也 有 类 似 的 作法 。 例 如 ， 和 欲 解 代 数 方程 x = 
+ a x6/c， 其 中 4 、b、5c 为 已 知 。 先 对 方程 两 边 取 对 数 ， 把 
求 坟 知 数 x 的 问题 ， 转 化 为 求 它 的 对 数 X 二 1g x 的 问题 ， 求 出 了 
义 ， 青 取 反 对 数 ，* 也 就 得 出 了 。 以 上 运算 过 程 ， 是 离 不 开 对 煞 
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家 的 。 

从 上 例 中 我 们 得 到 的 启示 是 ， 

1. 对 特定 类 型 的 方程 ， 必 须 选用 适宜 的 “变换 *。 上 例 取 对 
数 ， 重 可 以 用 较 简 单 的 运算 代替 相对 来 说 是 复杂 的 运算 〈 具 体 地 
w, EHI, WEARER, R, HR, BRSRD., FILA 
对 上 述 方程 取 其 他 “变换 *， 例 如 取 正 弦 ， 显 然 是 不 能 成 功 的 。 

2. 对 这 种 “变换 ”， 应 制 成 备查 用 的 “变换 表 ”, 它 的 作用 与 
对 数 表 的 作用 相间 。 
 FHWH23J FE EH AJ 2y E: Ayya, AEE 
j. BHH OIFS224F. MEHAKA., EBENEN 
质 ， 在 此 基础 上 制 成 最 简单 的 变换 家。 有 了 这 些 准 食 ， 才 有 可 能 . 
讨论 应 用 一 一 解 某 些微 分 方程 及 其 它 方程 。 x 

为 便利 读者 记忆 、 比 较 ， 我 们 将 书 中 要 讲 的 几 种 积分 变换 列 
表 于 下 ， 


ETEEN | a | 

积分 变换 名 称 Aa 积分 核 | æ x 常用 记号 求 道 公式 
全 Fp) 1 y + ioo 
拉 普 拉 斯 变换 | (0, +c) | ep 0 2 | > ioo 
f (r )e-2:dt LITO) . epi F'( p )dp 

| | Wa F(a) 1- + DO 

传 里 时 变换 |(~ ooe，+co)| et% _o0 2K | _ 
f(t eiatdt FIGO) . eiatH( a yda 


傅 里 叶 a | 1. | =] 
RREH (0, +20) |2 cosat 0 x F.a) x J Ó 
f(t )cosafdi .Fla ycosatda 
+ os 1 + co 
Em (0, +ee) |2 sinat :| 。 ° Fa) <j; 
EREN f ( t )sinatdt | ‘F(a )sinatda 


第 一 章 ” 拉 普 拉 斯 变换 


本 章 讨 论 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 的 定义 、 性 质 及 各 方 面 

的 上 应用。 对 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 ， 采 用 直接 给 出 的 方式 ， 与 此 局 

时 也 给 出 其 逆 变 换 概 念 而 不 给 出 道 变换 的 积分 表达 式 ， 我 们 把 其 

复 反 演 公 式 放 入 第 二 章 最 后 一 节 。 这 样 安排 使 得 我 们 有 可 能 尽量 

讨论 最 感 兴 趣 的 问题 一 一 拉 普 拉 斯 变换 的 各 种 应 用 ， 尤 其 是 用 它 

来 解 营 系 数 线性 常 微分 方程 。 其 他 应 用 ， 有 的 还 有 得 于 在 电学 、 控 
制 论 、 数 学 物理 方程 等 课程 中 继续 深入 介绍 。 

学 习 本 章 ， 要 有 具备 微 积分 学 , 尤其 是 其 中 的 含 参 变量 积分 、 广 

义 积 分 工 函 数 以 及 线性 党 微分 方程 理论 等 方面 的 数学 基础 知识 。 


91.1 拉 普 拉 斯 变换 概念 


(一 ) 拉 普 拉 斯 变换 的 定义 

定义 ”对 定义 在 区 间 (0 , 十 ceo) 上 的 实 自 变量 1 的 通 数 
(+f)， 乘 以 e ””〈 其 中 为 复数 )， 然 后 对 t 由 0 到 十 ce 积分 。 
此 广义 积分 阁 收敛 ， 便 确定 了 一 个 复数 的 复 值 通 数 F(p) 


F(p)= | 0 ft) edi (1.1.1) 


这 样 ， 上 式 中 的 积分 给 出 了 函数 / (+ ) 与 另 一 函数 所 ( 思 ) 的 对 
应 规律 ， 这 种 对 应 规律 叫做 积分 变换 。 这 里 的 变换 称 拉 普 拉 斯 变 
换 ， 用 记号 9{ (+ )} 表 示 ， 即 


gf C1))= | TTE) ed (1.1.1)” 
所 以 〈1.1.1) 式 变 成 了 
F(b)=#@(f( t)) 
我 们 称 函 数 严 (请 ) HARF) HRES EFO) 为 


下 


PE 
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六 1) 的 拉 普 拉 斯 变换 的 结果 , 简称 为 1( + ) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 反 
之 ， 我 们 称 通 数 f (1) 为 函数 (Pp) 的 像 原 函 数 或 拉 普 拉 斯 六 
变换 。 FO) 的 拉 普 拉 斯 逆 变 换 用 记号 {下 (PP) 宕 示 , 所 以 有 
f(t1)=Y LFO)’ ` 
根据 以 上 定义 ， 可 得 出 两 个 重要 的 恒等式 ， 
"(f(t)}= f (t) 
Z#g'(F(p)y= F( b) 
以 上 两 式 都 表示 了 变换 与 其 道 变换 的 作用 能 相互 抵消 ， 这 本 是 意 
料 中 的 事 所 。 
注意 ， 拉 普 拉 斯 变换 是 复 变 数 p = s +io 的 复 值 孜 数 ， 其 中 
s=Re(b). o=Im( px G2.1.1) 式 及 (1.1.1)' 式 中 的 积分 ， 
应 理解 为 实 自 变量 上 的 复 值 函数 
f( 1)ye = f ( t )e "*(cogot— i sino tł) 
沿 着 1 SHDBJIE3eESh 082 jO ian y REME, IF 
作 两 个 实 函 数 积分 的 线性 组 合 


J f ( 1) e "cosotdl— i J: f ( 1) e sinotdl 


0 


我 们 约定 ， 像 原 函 数 今后 均 用 小 写字 母 表 示 ， 如 f( 1). 
g(t) 等 等 。 它 们 对 应 的 像 函 数 , 则 用 对 应 的 大 写字 母 麦 东 ， 如 


@#(f(t)y=F(b), #(9(1))=G(b) 
等 等 。 于 是 还 有 
@"(F(bp)x= J(1), ZG) = 9(1) 


等 等 。 对 此 ， 今 后 不 再 一 一 说 明 。 
线性 性 质 
| 容易 证 明 ， 拉 普 拉 斯 变换 是 线性 变换 ， 即 对 任 总 两 个 国 数 
SCEN, Flt) 及 任意 常数 c,、cs。， 都 有 


© ZERA JCJ F) 以 某 种 良好 的 条 件 或 引入 等 价 函 数 类 的 概念 。 但 在 
应 用 上 不 必 作 妨 此 仔细 的 追究 。 


Zef Ct )+e,f,( 12) =c, Z (f,( 12) 
+e {f(t )} (1.1.2) 
事实 上 ， 


L (c,f,( t )+c,f,( t )) 
= | Ce t )-+-c,f,( t )Je dt 


= c, | A i )e" dl +o, j Fal i Je t'di 
一 CQ {f (i) taZ (fs 1)} 
更 一 般 地 ， 有 
PDRE DZ (1.1.3) 
Pr SR Pr R W 3E38 4 St k EER, PHS 
miD cF, Pp) = Deg (PAP) (1.1.4) 


EKE, KERAF) 的 道 变换 为 p ,( 1 ZHE = 
Palt), WZ Pl E) SEC), Ck =l, 2,3, …)o 利 用 拉 普 拉 
斯 变换 的 线性 性 质 (1.1.3) 式 ， 有 


ZÍ 51691) = 2)e 19, t)) 
k k 


这 式 子 表明 ， 》! cx {px( 1 )} 的 像 原 函数 就 是 J) aP) 
P | © k 
(由 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 定义 )， 即 
gf Deg {pl 1)})= Deoral t) 
k h 


这 就 是 (1.1.4) 式 ， 证 完 。 
[ 例 1) 求生 )， 其 中 4 二 一 1。 
E ”为 排 导 方便 计 ， 我 们 设 积 分 参数 心 > 0 ， 则 


sme ftr - = 1 j> -ac 
= o e "Tp 0 H e H 


rC a+ 1) 


其 中 用 到 变量 代 换 =u, 
ELR HG a= n=1, 2, 3, RET sü 3⁄5 FE ER 
I(n+1)=n!1, ER 


yaaa 
m 


a | 
Zt ) = T(n + 1)= m 
与 此 对 应 
-f l | t" 
| L Fa ni 
(W2) 求 2 {e-"}， 其 中 为 复 常数 。 
解 
{ey = J ee = j ee 
= 一 一 1 e pt) +° o 1 
P +a 0 _ b+ G 


其 中 假设 Re( P + a)> 0, 即 Re( P )>—Re( a )X 
与 此 对 应 x 
sippa” 
(3) RL {sinoat}, KE o AXR R 
SI Hsinot=(e"—e"™)/2i 及 例 2 结果 ， 得 


g™ — griot | 
2: 


2 {sinot) =Í 


j F qe} — g e" Y) 
-二 [二 二 - -| =—; 2 
2i [po b 十 of pt+w 
塘 ” 这 里 所 采用 的 信 落 数 定义 为 
+ oo | | 
. Dm) J 1 imleridt (m>90) 
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类 似 可 得 cosot, shot, chot 的 拉 普 拉 斯 变换 。 当 然 ， 这 些 
表 数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 也 可 由 直接 计算 广义 积分 得 到 。 


下 面 是 常用 的 最 基本 的 变换 者， 
序 号 | TEE | £ =š 数 
i | 
1 | u(t) | 
一 | E 
| 
| | 
6 | : sino? x -aret 


利用 这 张 者 以 及 拉 普 拉 斯 变换 线性 性 质 ， 我 们 可 以 求 得 其 他 
变换 公式 。 

[ 例 4] Ke (shot, 

解 因 shot 一 一 ?sin(oft)， 由 上 表 公 式 6， 得 
, F ishot} =—i F (sin(otí)) 

. œf 
=- i ppl por 
这 便 是 本 书 末 附 表 二 中 的 公式 14, 

[( 例 5] 已 知 Y(p =G O 计算 
LZ LYC o | 

和 解 A isi 它 化 为 部 分 分 式 。 令 


(2)= CE 
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等 式 两 边 同 乘 〈z + 1)X(bp — 32(bp — 2), KWE? HAK 项 系 
数 ， 计 算 可 得 


1 =l a 4 
A B= 2 o? — 3 ， 所 以 
YP {T+ 
1 1 _ 1 _ -1 1 
= = |+ z Ý TETI 
4 -1 1 
-z Y P= 2) 
1 f 7 St __. 4 2t 
==- E + 2 © a © 
解 完 。 
(=) 单位 阶 跃 基数 
EL FANA u(t) 定义 为 (图 1-1) 
1 t > 0 
TOR 
0 t < 0 
由 于 本 章 所 讨论 的 函数 


PJ: SS Es sy, MELEE 
半数 办 (0 , + oo) 上 上， 所 以 
单位 阶 牙 函数 也 就 是 在 定义 
域 ( 正 半 数 轴 ) 中 恒 取 单位 
1 为 值 的 函数 ， 它 在 所 有 像 
原 函 数 当 中 起 着 “单位 ”的 
作用 ， 因 此 有 些 教 材 便 把 这 图 1-1 
个 函数 记 作 1(4f+) 或 简写 
为 1。 

[ 例 6] 求 和 (u(t)}。 

解 


glu(t)}= | ue t) edi= | edt x 


1 -pt 
= 一 € 
P 


bmp Wh 


too 1 | 

0 =— Rep > 0 ) 

| (1.1.5) 
其 中 用 到 lim e "= 0 。 这 是 因为 ;着 令 P = s +io, W) e= 


ee 一 6 ， 而 它 显然 趋向 0 ， 只 要 s =Re 了 p 0。 x 
从 以 上 推算 还 本 看 出 ， 当 s =Re?< 0 时， 极限 „lim g” 


oO 


不 存在 ， 从 而 广义 积分 发 散 。 这 表明 在 复 平面 的 左 半 平 面 上 ( 包 
括 作为 其 边界 的 纵 轴 )，2 (+ ) 没有 拉 普 拉 斯 变换 。 但 在 应 用 上 ， 
`4S=RebP<0Bu( t) 的 拉 普 拉 斯 变换 不 再 用 广义 积分 来 定 
义 了 ， 而 直接 定义 为 1/p。 也 就 是 说 ， 对 任意 的 p (Pp + 0 )， 
都 有 


gS {u(t)} = 一 (2+0) 


而 不 骨 附 注 条 件 “Re 了 二 0”。 实质 上 ， 这 用 到 了 解析 延 拓 概念 
把 像 肖 数 从 其 定义 域 〈 即 广义 积分 的 收敛 域 ) 上 延 拓 到 整个 复数 
了 平面 DOP = 0 除外 。 关 于 这 个 问题 的 详细 说 明 可 查阅 复 变 函 
数论 方面 的 书 ， 这 里 不 再 深入 解释 。 
需要 指出 ， 在 实用 上 ， 往 往 对 其 它 的 函数 f ( 1 ) 也 是 这 样 处 
理 的 ， 即 只 要 f( 1) 在 复 平面 的 一 个 子 域 中 存在 拉 普 拉 斯 变换 ， 
则 经 过 解析 延 拓 之 后 , ENAT) 在 整个 复 平面 有 拉 普 拉 斯 
变换 ， 仅 像 函 数 已 ( 访 ) 的 uao) 
奇 瓜 除外 。 
HT) Kz (u( t — 
a), KHEM, 
解 由 定义 知 
1 ¿>a 
u(łi—a =i 
(0 ¿<a 
(E 1-2)， 所 以 计算 积分 得 


了 0 
+ oo + o° 
Ziuta)? u(i a)e a= | e rdt 
a 


- pt 


= + o0 es 
e -一 -一 


a sd 5 (Rep> 0) 


A 
p 


pih 
g`“? 


P 


Zļlu(t—a) = , (a> 0) (1.1.6) 


解 完 。 

利用 单位 阶 跃 通 数 , 可 以 表示 许多 不 连续 函数 及 不 连续 信和 号 。 
HWE mh x = f (+t) 如 图 1-3 所 示 , 我 们 可 以 求 出 由 它 所 派 
生出 来 的 间断 曲线 (图 1-4， 图 1-5 Bj 1-6, 图 1-7) 的 函数 表 
示 式 。 | 

容易 知道 ， 图 1-4 rR AS IB BW BH 2 n) j É m pq x = f( t) 
-u( t) 表示 ， 图 1-5 中 的 间断 曲线 可 用 国 数 x = f ( t )u( t 
一 T) 表 示 。 图 1-6 中 的 曲线 ， 可 看 作 由 t 轴 上 、 下 的 两 条 用 虚线 


fC ut) 


1-4 图 i-5 
x=f(t)u(1) x=ju.ui)u lt —- 1) 


1r 


ON Se 
— 


| 
PAN -by 


图 1-6 图 1-7 
n= f(;:)(u(#)—- u(# — a)) x= f(t)(u(t—a)-u(t-b)1 
- 所 表示 的 曲 丝 本 加 而 成 的 ， 所 以 其 函数 表示 式 为 
x(t)=f(t)u(1)+(—f(i)u(t— a) 
=f(t1)(u(1)—u(t— a) x 
”图 1-7 中 的 曲线 ， 可 看 作 是 由 上 轴 上 面 的 间断 曲线 x 一 f(t) 
.u(1—a) 与 1 轴 之 下 的 间断 曲线 x= 一 J(1)u(t 一 6) 
县 加 而 成 的 ， 所 以 其 函数 表示 式 为 
x(t)=f(t)u(t—a)+(—f(i)u(t—b)) 
=f(t)[(u(t—a)—u(t—b)) 
#J 4 S arER PS 2 yu DUE 1-8 FERNER B Bk aj g: SX 
RINN 
x= Klut —r)— u(t —T)) 


“Kut 


图 1-8 图 1-9 
w= Kis(t -tT)- u(t -TD))} x = Ki t -Tt)+K,u t — Tg) 


Pei — a 
"Pree 
pp ptr er rr EE 
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把 图 1-9 中 粗 线 所 示 的 双 阶 跃 函数 表示 为 
x=K,u(1—v)+K,;u( 一 Ta) 

HFK, Ke KBAR, WERE, PER fs i. 

PERHERE, MMRR e RRAK. 


(1-10) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 ” 把 图 中 曲线 看 作 由 曲线 84( 1) 与 一 24(t 一 2) W 


而 成 - 
f(t)=8u t )—2u( t — 2) 


HAA (1.1.5) 和 (1.1.6)， 得 
Lifli =8zZiu( t) — 2z u(t —2)} 


=- (4— e*t) 


图 1-10 图 1-11 


[ 例 9) 求 图 1-11 所 示 的 阶梯 函数 的 接著 拉 斯 变换 。 
解 ” 由 于 每 一 个 跃 度 都 是 4， 该 曲线 可 看 作 由 路 RAC f), 
Zú t— z), Au( t —21), =e FFER TÆ 
f(1)=ACGCu(1)+u(1—<x)+u(1—2—)+-) 
其 中 AARRE, TAME, BAR 0.1.3 和 (1.1.6) 得 
1 1 1 


Z Ç f ( :))=4[- > + 
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因为 s =RepD>0 p, eei, ERARANTA W W 
化 ， 所 以 
HO A A t+) 


——sr — [3  —— rrt 


A il ii A 
Z a ( 
[ 例 10] 求 图 1-12 所 示 
,以 21 为 周期 的 窍 形 冲击 函数 
的 拉 普 拉 斯 变换 。 
解 由 于 跃 度 依 序 为 
A, — 2 4, 2 4, — 2A, 3; 
参考 图 1-9 Br z BJ A |#t EK pši 
数 的 表达 式 ， 可 知 和 矩形 冲击 
周期 图 数 的 表示 式 为 图 1-12 
fO 1)= A(u( 1)—24( 1 — z) 
十 24( 了 于 一 27) 一 204( 革 一 3T) 十 …] 
所 以 由 公式 (1.1.3) 和 (1.1.6) 得 


~、 1 g`?" e 29 CP ] 
gifa» =A 2 r; + 2 2 5 + 
= 4-1 _ 2 ir A 
p 1 -Het b 1 +e” 
A et'/2 — e" P'/2 A prt 


p etre pa 

(2) 盐 普 拉 斯 变换 的 存在 问题 

哪些 类 通 数 存在 拉 普 拉 斯 变换 ?假若 某 函 数 有 拉 普 拉 斯 变换 ， 
那么 像 函 数 的 三 在 域 是 什么 形式 的 ? 下 面 定 理 1.1 回 答 第 一 个 
问题 ， 定 理 1.2 回答 第 二 个 问题 。 

定理 1.1 RKAS C) 满足 下 列 条 件 

1. 当 1 < 之 0 时 ， f(t)=0。 x 
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2. fO 1) 在 每 一 个 有 限 区 间 0 < t < T EY E 3k 3.48 R 2& 
件 (更 广泛 地 ， 可 以 假设 函数 在 0 三 ;1! < T J AR EE # BJ, ED 
fC) 仅 有 有 限 个 间断 点 ， 而 且 韶 断 点 是 第 一 类 的 )。 

3， 随 着 ! WNK, MASC) 的 绝对 值 的 增 大 ， 不 比 某 个 
指数 函数 快 。 确 切 地 说 ， 存 在 常数 M > 0 和 se 使 得 

[CH 和 Me (1.1.7) 

则 由 式 (2.1.1) 确定 的 Ji) 的 像 函数 F(p) 在 半 平 面 Rep 
>s 存在 ， 且 是 解析 的 。 

证 明 实际 上 ， 当 Rep= s >s, 时 ， 册 不等式 (1.1.7) 


IF(b J| = K t )e wdi| < he 


M 
Fs (1.1.8) 


所 以 积分 (1.1.1) 收 僵 (还 是 绝对 收敛 的 ) , BHF (p) 存在 。 
F(b) 的 解析 性 这 里 不 去 证 明 ， 关 心 这 个 问题 的 读者 请 参 性 有 
关 的 复 变 函 数论 教材 。 证 完 。 

容易 知道 定理 1.1 的 条 件 仅 是 充分 的 , 而 不 是 必要 的 ; 若 不 满 
足 上 述 条 件 ， 拉 普 拉 斯 变换 仍 可 能 存在 。 例 如 , 由 8$1.1 例 1 可 知 ， 
2 (F1⁄ FER, BU u rE 0 < ! < T Z EBRR k 2 By 
(这 是 因为 它 的 间断 点 ! = 0 不 是 第 一 类 的 )。 

关于 定理 中 条 件 1 的 说 明 从 物理 应 用 的 观点 来 看 ， 条 件 1 
往往 能 满足 。 例 如 ， 当 f (r) 表示 一 质点 作 直线 运动 时 的 位 移 ， 
函数 ， 假 如 我 们 选 定 运动 开始 的 时 刻 为 1 = 0， 显 然 在 此 时 刻 之 
前 质点 静止 着 ， Bç u t £ f (t )==0 (4 <0), X H£ J B 
FG) 表示 变化 的 外 力 , 把 它 加 到 一 个 运动 着 的 物体 上 去 ， 假设 

加 和 外力 的 时 刻 为 1 = 0， 显 然 在 此 时 刻 之 前 物体 所 受 的 外 力 恒 为 

0， 即 fi) 二 001<0)。 | 

我 们 在 拉 普 拉 斯 变换 中 所 讨论 的 函数 ， 都 是 满足 条 件 1 的 单 
倒 范 数 。 为 此 我 们 的 定 ， 以 后 若 写 ， (Cit), AEPA: fC Di 
47 )。 例 如 若 提 及 函数 sin t, 不 是 指 图 1-13( 4 ) 中 曲线 I = 
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sin1, 而 是 指 (45) PHRI =at )sin t o Xm EERIE 
者 忽略 ， 希 读者 注意 。 


1-13 


关于 定理 中 条 件 3 的 说 明 ALPER 3 WAA MZA 
数 阶 的 函数 。 常 见 函数 大 都 是 指数 阶 的 。 如 :12(7)|S1 : e”, £ 
里 M=1，5S, 二 0， 所 以 4(1) ÆR A Kr i leti e", X 
里 M= 1，S,=a， 所 以 e"“ 是 指数 阶 的 。 利 用 求 导 数 证 明 不 等 
ADET MERS! n = 1, 2,1), X EM =n, S,=1, 
MURA P BEANA., MAR e ”不 满足 条 件 3 ， 因 不 论 选 
M 及 So, 多 么 大 ， 可 用 罗 必 塔 法 则 证 明 ， 对 足够 大 的 1+， 总 会 出 
现 e >M, Bit e” TERABIT ER 

定理 1.2 RAR f(t ) 满 足 定理 1.1 的 条 件 2 (更 广泛 地 , 可 
以 假设 函数 SCi) 在 任何 一 个 有 限 区 间 [ 0, 7) 内 是 可 积分 W), 
则 定义 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 式 (1.1.1) # E p 点 收敛 ， 那 么 它 
在 所 有 满足 条 件 Re( p — p,)2> 0 的 点 少 处 都 收敛 。 


\ 
证 明 设 9C1)= | fCu)errdu, 则 有 (1)=f(1) 


Et APC) 在 0 之 t < 之 十 w 可 导 , 所 以 也 在 0 过 {1 过 十 过 
续 。 又 由 于 中 (07) = 0， 而 极限 


, lim TP l )= Í . f u jeto du = F (po) 
存在 ， 所 以 (1 ) 在 0 <! < 十 co 内 有 界 ， 存 在 着 一 正 数 N, 使 
|0(1)&N<+e (0< t<+e0) 
下 面 我 们 考虑 积分 
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fTraryesa= feed y 
=e- (T) 
+ ( p 一 bo) | ， p ( EYEN dt 


| (1.1.9) 
当 Re(b —p)> 0 时 ， 上 式 右 端 第 一 项 显然 Bü TT 一 十 oo 而 趋向 
于 0 而 由 估计 第 二 项 ， 得 到 


Cop) | oC erda 


T 
<ie -oan [Tessa 


一 - A _ |! — -Re(P-Pa)T 
|b — p IN x Rep -plt 4 0) 
N| p —bl ` 
< Re( P — P.) 


所 以 当 了 一 十 ce 时 ， 这 一 项 是 收敛 的 《因为 其 中 的 广义 积分 是 绝 
对 收 敏 的 )， 从 而 广义 积分 


im | flr)era= | FC yerdi 


T=+o v Ü 

IS. EHE o o | 

于 是 ， 对 广义 积分 (1.1.1) 而 | 
言 ， 便 有 了 三 种 可 能 的 情形 ， 

1、 积 分 到 处 发 散 ， 不 存在 像 范 
EF (b). 

2， 积 分 到 处 收敛 。 IN 

3. 存在 这 样 的 实数 s， 使 得 š 
当 Relè )>s. 时， 积分 收敛 ; 而 当 k A Bh 
Re( b )<s,hF, Hy Br, d i- 

在 复 平 面 上 , 直线 Re( $ )=s, 叫做 积分 G1.1.1) 的 收敛 轴 ， 
Rü s, 叫做 积分 (1.1.1) 的 收敛 坐标 〈 图 1-14)。 定 理 1.2 EFRR 
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们 ， 像 函数 存在 域 往往 是 一 个 半 平 面 。 对 上 述 情形 1 ， 我 们 可 认 
为 收敛 坐标 s.= too 对 情形 2 ， 我 们 则 可 以 认为 收 伍 坐 标 s. = 


—— CXI 


ERASO) 满足 定理 1.1 条 件 3, B, s<sa 


91.2 拉 首 拉 斯 变换 的 性 质 


以 下 都 假设 所 涉及 到 的 拉 普 拉 斯 变换 存在 ， 并 且 像 原 函 数 都 
满足 定理 1.1 的 条 件 。 利 用 本 节 ER RHEE 质 以 及 31.1 中 的 
最 基本 的 变换 表 ， 避 以 计算 较 复 杂 的 函数 的 像 函 数 ， 或 者 计算 较 
复杂 的 像 函 数 的 像 原 函数 。 本 节 所 列 诸 性 质 当 中 ， 在 应 用 上 最 为 
重要 的 是 性 质 ( 二 )。 


(一 ) 相似 性 
定理 i (/(r1)y=F(p) b>0, W 
zito =- F(—) (1.2.1) 


证 明 由 定义 及 积分 变量 代 换 bt=x, n4 
2G{ f (bD) = | f Dedi 


+ Ce - P x 
J f(x)e Ü dx 


0 


a 
b 
_ 1 SP. 
=- FÍ ) 


(=) 导数 的 像 函数 
定理 函数/ (+ ) 的 导数 的 像 函 数 ， 都 可 用 SC) 的 初始 
值 和 像 函 数 表示 ， 即 有 


{f(t pF(p)— f (0) (1.2.2) 
@(f'(t1)y=p'F(b)— pf(0')— Co) (1.2.3) 
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PPD SPPOD) -pf ON — pf 0) —, 
\ —pf™ 0)—f (0 | (1.2.4) 
其 中 FECH = lim f ( 1 )， hk=0, ], 2, "s 90 一 1。 
5 


证 明 为 使 证 明 (1.2.2) 式 过 程 简便 , 我们 设 1/(t ) 在 (0， 
十 ce) 内 连续 。 由 分 部 积分 法 得 


Lf (= | OP tje” dt= lim, JU t )e"” di 
= lim | ` “ea 
lm | 。 e-"df( t ) 


f = too + co -pf 
pae +> j: f ( 1)e dt ] 


= lim 区 f je” 
€ -0 


=pF(p)— f (0°) 
其 中 当 Rep = s >s, BF, HAK SCOE SMET, Er e 


lm /f(t1)e”*= 0, 
f >= + co 


若 两 次 利用 (1.2.2) £, # 

Zif 1)y=#((/7(1))7) = pg@ (fe ( t y — f? (0°) 
= p (pi'( b )— f (0')y—f” (0°) 
=p'F( p )— pI) — f (0*) 

这 便 是 (1.2.3) 式 。 若 进一步 设 f( t). PCER FPC) 
都 满足 定理 1.1 的 条 件 ， 利 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 公 式 (1.2.4)。 
特别 ， 当 /( 1) 以 及 所 涉及 到 的 f(t) 的 各 阶 导 数 在 点 

t = 0 都 连续 时 ， 则 由 (1.2.2)、(1.2.3)、(1.2.4) 式 ， 有 
LP CEF- f (0) (1.2.5) ` 


@(f'(t)>=pF(bp)—pf0(0)—7f (0) (1.2.6) 
f - 1 

2 (f%@C(1)y=p'F(b)—- P) pR) (1.2.7) 
b = 0 


再 车 有 全 零 初 始 条 件 1(0)=0Ch=0, 1, 2, =, n= 
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1 )， 则 上 式 成 为 x 
ZOLEE) =p Fo) x (1.2.8) 
( 例 们 ”利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 一 阶 微分 方程 
y =y 
解 ” 设 解 为 》= y(t )， 代 入 上 方程 后 变 成 一 恒等式 
y (t)=Y(t) 


两 边 同 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 由 公式 (1.2.5) 得 到 
bpZ#(x(1))— (0)=2{> (+)} 
解 出 {yy (1!)}， 得 
y(0 ) 


Ziyi) = 52] 


再 对 上 式 等 号 两 边 取 疼 拉 普 拉 斯 变换， 并 利用 $1.1( 一 ) 中 最 
基本 的 变换 表 里 的 公式 4 ， 便 得 到 

yenen 位 人 中 = >(0)22 Í 1 = seo yz 
解 完 。 
[ 例 2] 利用 导数 的 像 函 数 公 式 求 2 (sino), 
(€ m x 

(sinoi) = — o?*sinot 

XD yb R, E S f (o )=sinol|,..= 0,f'( 0) 
= (Sinot) smg = O COSOF| -一 O, HZ K (1.2.6), 得 到 


-PZ {sinoat} — o = —@?*sinof 
于 是 得 到 ，.2 {sinoti} = e /p*'+ o?, Hg $ 1.1(—) 中 例 3 结果 同 。 
(=) RARS 
定理 #<%@U f(r1))= F(b), W 
F'(p)=—“@(f( 1) (1.2.9) 
一 般 地 ， 有 x 
F%(p)=(— 12°2(f( t>) (1.2.10) 


证 明 ”由 定义 并 由 积分 号 下 求 导 ， 得 


masus, r AAR E a QQ. ji Q DO r rh BAH riin 


20 
, _ d + co -pt 
F Q=- ' f(t)e™dt 
+% ð -pi 
= |À p fe Jdt 
=— (TOH edeu) 

其 中 可 以 在 积分 号 下 求 导 ， 是 因为 最 后 一 个 积分 式 在 任 一 个 
FPH Rep >a (a >s， 其 中 so 为 定理 1.1 中 函数 f (1) 所 应 
满足 的 条 件 3，|7 (1)<Me 中 的 指数 系数 ) E, wp kR E 
一 致 收敛 的 人 。 

下 面 我 们 补充 证 明 积 分 


+ DO M = _ + oo _ 
Jf fe = - f tem  G.22D 


ESAK. ERREN 
| t] ( # )e-2!] <] ? | Mesore- Re pt 一 Mte (Re p- Dr Mie (a-sro)f (a > so) 
由 实 算 可 知 ， 不 会 参 变量 的 广义 积分 f Mie -rordt kak. 按 一 致 收 化 
判别 法 知 ， 积 分 (1.2.11)》 一致 收敛 。 证 完 ， 
_ £f 
p rot P+o 
(hh. Š 1.1 中 最 基本 的 变换 表 )， 求 多 {tsinot) É Z (tcosot, 
解 ” 由 公式 (1.2.9) 得 


7 tsinot} = - {sin ot} 


(HI EI (smo = Z (cos olh = 


-让 (Fm _ 2%p 
dp\pto) (Poy 


@ 定理 EI, D 与 (x%，》) ëm, Í 2 ”JCx，y)dx 收 信和 


J < (x, y)dx—šk WI 9k, MA 


a 


让 7 f(x, naze Í 1 2 f(x%, y)dx 
。 即 可 以 积分 号 下 求 导 。 关 于 这 个 定理 ， 可 参考 《 GSA E y 2 @ 二 分 


M, MERRE, MEME, H 297 页 。 
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Z (Icosol) = — rr {coswt} 
= r)" ypas 
db p+ Oš wu (p+ ot)’ 
(四 ) 积分 的 像 函 数 x 
定理 #*2(/(t))= F(b), i 


gif f Cu zdu} = ELP) (1.2.12) 
Bp | 
st f (u )du (1.2.13) 


证 明 Bhi feu) da= g(1) Mg (1)=f)1)， 
g(0)=0, WA (1.2.5) 得 
#(g'(1))=b#(9(1)— 9(0) 
E: 


LLED =po{ | ' £ Cu)ydu] 
所 以 
ai jf 
证 完 。 
推论 | 
2{{ f(u du} =a ) 
(n =0, 1, 2, =) (1.2.14) 


EKE, PLF) =F P) H (1.2.13) 知 ， 其 WRA 


有 (1)= S Cu)dw。 所 以 再 对 Cp》 利用 (1.2.13) 式 ， 
并 交换 累 次 积分 次 序 《 图 1-15) ， 便 有 
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图 1-15 


efrog Hero} 
= | of tat= | $ fu Jdu 


= | Sdu f fCv)d 
=f f Co)do | T du 
=| ° C(t- v) f(v)do 
其 
2{f C0) ft) 


这 便 是 推论 (1.2.14) =n = 1 时 的 形式 。 再 利用 数学 归纳 法 便 
可 对 任意 的 "证 得 (1.2.14) 式 。 
(HA RE{1 —cosot) , 


mH 因 1—cosot= o | *sinoudu, H K (1.2.12) 可 得 


Z (1 —cosot} =o9{| f gin oudu | 
© `. o? 
=- (sin œt} WICE | 


这 与 利用 线性 性 质 计 算 所 得 结果 相同 ， 即 
< (1— cos O) = Z ( 1 /一 7 (oso 


1 
P p t= FGF 


PEPE m ed 
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(五 ) 像 语 数 的 积分 
定理 车 (f(t1)}= 二 F(p)， 则 


人 Co)ap=2f SH) (1.2.15) 


证 明 ”为 使 证 明 简化 ， 我 们 选 积分 路 径 在 清平 面 的 正 实 轴 上 
(图 1-16 中 自 u 轴 上 的 p 点 向 右 的 无 限 长 直线 )。 由 定义 及 交换 
积分 顺序 ， 得 


of p > 
图 ”1-16 
人 Ce )dp = | F( ti )du= | "aa ($9 F edt 
=| w f (t Jdt | ”edu 
Joas. 
-Í SL Dendi = g| 


EK., 
推论 


IN ap (~ dp [7 F(p)dp =g [L 2) (1.2.16) 
——.Ə 
m 次 积分 


[ 例 5 Rej sin f -| 


解 W7 isin 1) = 由 式 (1.2.15) 可 得 


sin; ) +o sim? p Iñ 1 
Si |. Sn erd = | 1 
z] f | Í. 1 Ó pI +P 


> —arctgb=arcctg b 
在 上 式 中 车 令 p = 0， 可 得 我 们 熟知 的 积分 公式 


+ce sint T 
-一 
f; t . 2 


《六 ) 时 间 迟 缓 定理 

定理 ”对 于 任意 的 正 数 < ， 痢 有 

@t(f(1—<x)u(i1—<x) =e%F( b) (1.2.17) 
其 中 函数 f(1— <)u(1— +) 的 图 形 如 图 1-17(65) 所 示 , 它 
是 图 1-17(a ) 中 的 曲线 SC )u (+) 向 右 平 移 T 的 结 采 。 当 1t 解 
释 为 时 间 时 ，f(t 一 T)u(i1 一 tT) 表示 作用 f(t1)wuw Ct) 
推迟 了 时 间 ç ç 


GCT)uCt-T) 


(b) 


图 1-17 
证 明 .由 定义 及 积分 变量 代 换 1 一 + = 得 
Pift a)l =a) | f(t yedi 


= f 12 rapeseed 

=e” F'( p) 

HEZ. | 

Ae JN Í EHF =G) WA 
g#`l(erF(b))= f( t — çz)u( 1 — zx) (1.2.17)” 


(He 设 
t>n 


r=] 
smi ¿<x 


(图 1-18(a)), 求 2{f(1))。 
解 KIG) AFRL b) 与 图 1- 1184 ) 下 目 做 的 次 


ETO, / sint Cu (f) -u ~ m)2 


图 1-18 


加 ， 可 得 
f(1)=sint Cu(t)— u(t— nx) 
+ i1(u(i— x) 
=sin 4 +( 4 —sin;1)u(1— x) 
=sim # +[( x +( t — x) 
+sin( t —sx))u(1— x=) 
利用 线性 性 质 及 时 间 迟 组 定理 《公式 1.2.17)， 有 
2S#(/f (1) = 2(sint1)-+2@2((x +(1— x) 
+sin( t —a))ult—r)} 
Spyrt Za + isni)u(1) 
-aprte (ptT) 
若 按 定义 直接 计算 ， 所 得 结果 相同 。 


2p 
(MD Re ji 
& He“ ‘sre = osa= u ( t )cos4t 


` 


所 以 
A -22 3 | 
g(t 2)es4(r— 2) 
| 0, i<? 
cos4(t=2) 12>2 
(8) EA 


F) FOES 
RICZ HEO) 


Ñ 由 级 数 展 开 
I o oo kz 
. 1 一 po O 
yal 
° -RTP 
FCb)= — 
| 2 b +G 


又 由 公式 (1.2.17)* 得 


g ez? | ain u(i — ET) | 


P + dq 
TE 
x 一 一 -1 — ~ -1 Kasa 
IODSZNFOD= 2 7 LE 
$' en, u(t —kT) 
i k=0 | 
下 面 我 们 简化 这 个 结果 。 显然， 当 8 < <(2 十 1) 了 时 
1， 0 二 7 
u(t -in-i 
0, h > n 


所 以 aT 之 + 之 (1n 十 1)T 时 


¿7 


n 


f(t1)= pA ee e" 2 e> 


h = O 
=¢ D eni OEDD O e 
e" — 1 eT — 1 ETL] 
(n=0, 1, 2, r.) 
IE Tto 


为 分 析 所 得 结果 ， St tt) 1 (n+t1)7, 则 

| 1 (1 L = (1.2.18) 

考查 上 式 等 号 右 端 第 一 项 。 易 知 其 中 += + (ft) a 期 为 
了 的 锡 齿 波 ， 斜 率 为 1 ， 在 间断 点 t= 二 了 、2T、37 了 、…… 处 的 
跃 度 均 为 一 了 。 由 此 可 知 (1.2.18) 式 第 一 项 也 是 以 7 为 周期 的 
Hg (图 1-19( b )), 其 第 一 周期 为 ee [el (0<t<T) 
且 该 第 一 Jf 1 =RT(k=1, 2, 3, …) 各 点 均 有 路 度 


~ at (Í) 


2 
ear (4T40) e° at (8T-0) er ` 1 
eT— 1 gT 1 gTa 1 eT—i 
图 1- 19h Ca), (b), CC), Cd} 分 别 给 出 了 函数 
—ax( t ), 1 ， 一 -一 ° f Ct) 
的 图 形 ， 其 中 取 4G=1/2，T=2。 解 f(t ) 的 图 形 是 (6 ) 与 
(c) 中 曲线 登 加 而 成 。 | 
顺便 指出 ， 若 已 知 的 像 函数 已 (请 ) 具有 形式 


ACD) 1 
FOSES TEE 


(其 中 .4(p)/B(p) 为 有 理 分 式 ，T 为 常数 )， 那 么 均 可 用 本 例 
提供 的 方法 求 出 像 原 函数 f(t)=2"'{F(p )}。 在 人 民 教 育 出 
版 社 出 版 的 《 高 等 工程 数学 了 《上册 ) 第 380 页 上 ， 与 在 人 民 饮 
道 出 版 社 出 版 的 《 高 等 工程 数学 >L 上 贡 ) 第 416 页 上 ， 都 备 有 这 
类 像 函 数 的 求 逆 公式 12 个 ， 读 者 在 实际 工作 中 也 可 直接 查 用 。 
(+) 复数 位 移 定理 
定理 若 2{f(1)) = 所 (Pp )，p, 是 复 常数 ， W x 
F(b —bə= g (eto KSO  (1.2.19) 
证 明 由 定义 | 


FC =p) = | $T ft)e dt 
` SEOC emerd 
o =g fa | 


证 完 。 o 
[ 例 9] jR (e sinotn, g (ewcoson, {enr} 
E ”利用 复数 位 移 定理 [公式 (1.2.19)) 与 公式 


。 O P | 
L ‘Sin ot} po L {COS Oi} = pito | 


P (DY = 


L 
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| Lo 。 | @ 
Zie sina} (p+ 0 32TLoOr 


-Gf JA — P 十 Q 
Z {e cost} =p} apor 
Zer) = 


(p 二 a Dia 
( 八 ) AWERHRER i 
定理 车 f (1 ) 是 周期 为 全 的 函数 ， 则 


ayalo f (1 eridt 


1 — — ef ， 


FIF) (Rep> 0 ) (1.2.20) 


证 明 由 定义 o 
Zt/G=| of terd + (ITE edt 
在 第 二 个 积分 中 作 变 量 代 换 五 = + 一 了， 而 其 被 积 函数 中 的 因子 
f(1)= f G+ T)= f(t,))， 从 而 s 
T — + ce- _ | 
PUD =| of Cterdt {fOr nd 
= | ， fl(1)erdttier y(t)} 
求解 得 x 
|. f(t)erdt 


1 一 6 "T 


gifi) 


证 狗 。 

C10 求 81.1 中 图 1-12 所 示 的 以 2Tt kasku 
数 的 拉 普 拉 斯 变换 。 

EA 


© (A, 2ne< 1 <(2n-- 1) < 
f t)= n =0,1, 2, 
一 4， (2041) z< t <(2n+ 2) ”| 


周期 了 一 2 代入 式 G. 2.20) 得 


30 


zU G= Tm Trem] esa = J erar] 


-4 (1 ~e) 
和 aer x ， p 
-A , 1 一 e- A prt 


p ite” p 2 
这 结果 与 》1.1 例 10 相 同 。 x 


S 1.3 解 线性 常 微分 方程 


本 节 我 们 通过 举例 来 说 明 怎样 利用 拉 普 拉 斯 变换 来 解 线性 常 
微分 方程 (组 ) 的 特 解 与 通 解 。 

(一 ) 和 解 常 系数 线性 常 微分 方程 

(811) 求 微分 方程 
f  w+4X= 0, 12>0 x 
满足 初始 条 件 ，x (0)= 一 2，x‘(0)= 4 的 特 解 。 

R ”在 原 方程 等 号 两 边 同 飞 e”, RJA 由 0 到 十 oo 进 行 
积分 ， 即 对 方程 等 号 两 . 边 取 拉 普 HIER R(x) = 
XCD), 由 公式 (1. 1.2) 及 (1.2.6) 得 i 
(p2X(p)—px(0 )—x%'(0))+4X(0p)= 0 


BJ | 
(p*X(b)+2p— 4)+ 4X(P )= 0 
BRAX) 
Xp- C 2PT 4. —2b i 


PT4 + ` P+ 4 
取 闻 变换 ， 由 公式 (1.1.4)， 得 


x (1 =O = 27 a 
+ 2` | = — 2cos21 + 2sIn21 


解 完 。 
BARREDA RIA, x (0 )=xe Z (0 == MR | 


p 


BEYO) 
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样 可 求 出 方程 的 特 解 为 
x(i)=x 
由 于 其 中 x, x, MERANO kapi is, 所 以 这 个 解 实际 
上 便 是 微分 方程 的 通 解 。 
为 了 深入 了 解 这 种 解法 的 实质 ， 我 们 将 它 与 在 引言 中 提 到 的 
代数 方程 的 取 对 数 求解 方法 作 比 较 如 下 : 
问题 解 微分 方程 _ 解 代数 方程 
| x”'+4x=0,x(0)= 2,x (0)= 4 xŠ=4,/a xb5/c(<(a,b, cE) 
£ # | Reia) oxen maar Bax | — E msx ` O 
程 为 代 | A SX = Ina +5lnb -inc 
方程 | [pAt2P ~ 4J+42X = 0 
ReX. Xx- p+ In + 5 nb -lae 
g ARMARNA) 
x = "1{X}= -2cos2f + 2sin2 t ' x =ed 
求 道 得 解 7 
(可 以 借助 于 拉 普 拉 斯 变换 表 ) (可 以 借 焉 于 对 数 表 ) 


【 例 23 求 非 齐 次 火 方 程 
y” =2y —3y=4e”, 1>0 ` 
满足 初始 条 件 ，y(0 )= 2，y’(0 )= 8 的 特 解 。 


E DYE N MD R MORE E 并 设 {9(1))= 
Y (p), A 


YCE) ap 89- 10V (P) -D-OE 
2 
YDBFIND = š XP = 2) 


MAER AA $1.1 例 5 HAE 得 
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TE ZHY (P) =e p- z e" — ie" 
[ 例 3) 解 微分 方程 Sas 
mx” +kx= u(t) 
puC) EIEE A 
解 ” 对 方程 两边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 
m (p'X(P )— pxC 0 )— m2 CO DHEK CP ) =p | 
解 出 


— 1. + ps (0) tm (0) | 
取 逆 变换 得 


x(1 )= 2 pl) 
+` (PECO LETELO 
-| 


-二 -二 /二 
Coen/ 各 
+x’ KES sin /二 | 
ms, 


”我们 分 析 求 得 的 解 ， 其 中 第 一 部分 (加 括号 内 的 部 分 ) 是 方程 
在 全 零 初始 条 件 x (0 )=x (0 )= 0 下 的 特 解 ! 解 的 第 二 部 分 ( 方 
括号 内 的 部 分 ) 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 也 就 是 原 方程 通 解 中 
的 补 函 数 〔 在 这 里 ， 把 x* (0 )，x’(0 ) 当 作 任意 常数 )。 以 上 求 
出 的 实际 上 是 已 知 非 齐 方程 的 通 解 , 若 代 入 具体 的 初始 条 件 , 它 便 


x 83 
是 对 应 的 特 解 。 由 此 可 知 , C$ IK SDS I p BE oR. 
(4) 作用 于 梁 上 的 横向 载荷 会 引起 梁 的 弯曲 。 梁 的 纵 轴 ` 
穹 曲 后 形成 的 曲线 ， 在 材料 力学 中 称 为 该 梁 的 挽 度 曲线 。 由 材料 
力学 知 ， Apera y = y(x) 满足 4 阶 微分 方程 
x |  EJy®=—-q(x) - G.3.1) 
其 中 已 为 材料 的 弹性 模 量 ，v 为 梁 横 截面 的 惯性 矩 ， 9 为 作用 在 
梁 上 的 载荷 密度 。 对 于 如 图 1-20 所 示 的 简 支 梁 ( 梁 长 2 1 )， 两 
端的 位 移 及 弯 秆 应 为 零 ， 因而 搁 度 前 线 还 应 满足 边界 条 件 
y(0)=y7(0)=yGI) 
=⁄'(2 | )= 0 
| (1.3.2) 
我 们 再 假设 图 1-20 中 
的 简 支 粱 的 左 半 部 受 一 强度 ， 
为 & 的 均 布 载荷 ， 求 该 梁 的 
HERRIE. u 
解 由 条 件 知 整 个 江上 | 
ME KREE- gCu(x) 一 w(x 一 1 ))， 所 以 挠 度 曲 、 
RI = y (a) 应 满足 方程 | 
x EJy®=— q(u(x)— u(x— 1) 
取 拉 普 拉 斯 变换 , 并 利用 边界 条 件 (1. 3.2) 中 的 一 部 分 ，》 (0 ) 一 
>"( 0)= 0, 得 


EJ(p'Y(p)— -y ( 0 )b° a: s= | 
解 出 Y(p) 得 
y(p)=— =: > oo 
再 取 逆 变换 得 
"o= zr a - u (x 一 1)] 


+I COJA tiaro i a 


| 图 4-2 
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利用 边界 条 件 (1.3.2) 中 的 另 一 部 分 9G21)=y”21)=0 
从 入 上 式 及 上 式 的 二 阶 导数 式 ， 便 得 出 C0) ITO) 的 二 
元 线性 代数 方程 组 ， 解 代数 方程 组 得 出 。 


yA(0) 一 一 上 ,yy "(0)=— + -和 
从 而 解 为 x = 
O yg [£ --CGC DS (z = 12] 
-i A si 
ET (2x — la +915), (0O<x<1) 
- (2xš _ 1212 + 17Ëx— 15), (<x <21) I 
解 完 。 | 


“(二 ) 解 变 系数 线性 常 微分 方程 举例 
有 时 ， 拉 普 拉 斯 变换 可 以 用 来 解 某 些 变 系数 线性 微分 方程 
al t )x” +a,,( t 十 十 Gao- CC FX +aC 1) x 


= f t) 
(A5) RODDE. 


ix/ 十 (1 一 1)x' 十 x=0 1>0, n>0 


满足 初始 条 件 * 《0 )=x'( 0 )= 0 的 解 。 
E ”由 像 函数 的 导数 公式 《1.2.9) 及 导数 HEERA 式 
(1.2. 6), #H 


g (lx) = g (ar) 
=— s PXO )- px( 0 )—x’( 0)) 


„PXC -P'Y:'(p)+ x( 0) 
Br DL, 对 所 给 的 微分 方程 取 变 换 后 ， 得 


x x x 35 
piX'(p)+((1+n)p- 1)X(p)= 0 o 
解 这 个 可 分 元 变量 的 一 阶 微分 方程 ， 得 到 
X(>b)= Pea e721? 
查 变换 表 (MAAR 34 )， 得 
o .  x(r1)=cP2J (21 T) | 
其 中 J, E n 阶 第 一 类 贝 赛 尔 函数 9 。 解 中 含 任意 常数 c, 是 因为 
t = 0 点 是 原 微分 方程 的 奇 点 ， 在 这 点 上 x” 项 的 系数 为 0， 所 以 


， ”在 奇 点 处 破坏 了 解 的 唯一 性 。 


(=) . 解 常 微分 方程 组 
举例 
用 拉 普 拉 斯 变换 还 可 和 解 
常 系数 线性 微分 方程 组 。 这 
时 ， 解 的 像 函 数 不 再 是 由 代 
数 方 程式 而 是 由 线性 代数 方 
程 组 解 出 。 举 例如 下 。 图 1-21 
(Ne) 已 知 电路 的 有 关 数据 如 图 1-21 所 示 ， 且 初始 电 流 
为 0 ， 试 求 各 支 路 上 的 电流 站 (1) Bilt) 
解 ” 设 NPIK 中 电流 为 1，i EPAKESX is is， 所 以 
1 一 ?十 ?oo 
在 JKNPJ 与 KILMNK 回路， 分 别 应 用 基 尔 填 夫 第 一定 
律 ， 得 


2: 20 ; —120+2i4+10i = 0 
—10: — 2i + 4 +201,= 0 
其 中 i =; +i, WR (C 0)=i(0)= 0, 


© rB; 25 8 KB E X N 
一 2 
trtim 
J, t) = >: 《一 工 ) mT tiy (n>0) 
nt= 0 | 7 | 


可 参考 本 教材 《k 特殊 函数 》 部 分 。 


836 
设 2 (( t =I, (py, FIRED =P), 对 方程 组 取 拉 
Wi e, 44 


| 120 
i opap .4p Fa O 


解 得 
1 1 

L= Fa Cp 一 万 二 

pT EE | 
于 是 求 逆 得 

iC t y= 3 (1—6) 
| ;,( i )=——( 1 — e`") 
m | 
o if 1 ) =i( 1 Jit )=— (1 enn 

解 完 。 


(Bj 7) 试 从 方程 组 
y’ +273 +6 f. zdi=—2u (1) 


y'+z'+z= 0 


中 解 出 y(t)， 已 知 》(0)=5， z(0)=6. 

解 设 2(y}=Y(PpP)，2{2}=Z(p)。 对 方程 组 取 拉 普 
拉 斯 变换 ， 并 利用 § 1.2 中 性 质 (BG) 《公式 (1.2.12)), 得 一 代 
数 方 程 组 | | | 


(pY(p)+5s)+2y(p)+-L-Z(p)=——— 


(CpY PIF 5)+(0Z(bp)— 6)+Z(p)= 0 
简化 得 x 


37 
| (P+2p)DY(bD+6Z(p)=-— 2 -5P 
PY(bp)+(b +1)Z(b)= 1 x u 


解 出 V (b) 并 分 解 为 部 分 分 式 
一 2 一 5 户 6 


pp 
Y (8) p*'+2 b 6 p+3p—4p 
b b +1 


© IC )=#(y(p)) =2u (1)—4e—3e t“ 
解 完 。 x x 
从 以 上 诸 例 可 以 看 出 ， 用 拉 普 拉 斯 变换 解 常 系数 线性 微分 方 


程 及 常 系数 线 信条 分 方程 组 的 优点 有 四 


它 把 问题 化 成 代数 方程 求解 。 x 
2. “对 于 初 值 问 题 , 它 它 自动 计 及 初始 条 件 从 而 直接 求 出 特 解 。 
3. 对 非 齐 次 项 为 不 连续 函数 的 微分 方程 (如 例 4 )， 仍 然 能 
局 拉 症 拉 iq IN 
， 运 用 这 种 方法 时 ， 无 论 是 求 非 齐 次 项 的 象 通 数 ， 还 是 最 
后 由 求 出 的 解 的 象 画 数 计 算 其 过 六 ， 都 可 以 查 变 换 表 ， 从 而 加 
速 计算 过 程 。 值得 提出 的 是 ， 在 工程 应 用 上 有 有 着 详尽 的 变换 表 供 
查 用 。 x | 
“( 四 ) 有 理 分 式 分 解 的 解析 方法 
我 们 从 本 节 (一 ) (=) 的 许多 例子 的 求解 过 程 中 可 以 看 出 ， 
旋 的 有 理 分 式 求 着 问题 占有 重要 地 位 。 对 一 般 的 常 系数 线性 微分 
方程 也 是 这 样 。 我 们 为 说 明 这 一 点 ， 从 分 析 n Br; ERREGE 
开始 。 
设 给 定 微分 方程 及 初始 条 件 依次 为 
ax 十 GIX D L... +a, X + a,x == Flt) 
a#0, 1>0 O (1.3.3) 
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xPO )=x%@ Ck =0, 1, 2, n—=1) 
对 方程 取 变 换 


nl 
. ern > x 
+a af Pp”:X(P)— D3 Ea 


k=0 | 
| + .+o (PX (P )— -x PI HX (P)=F(P) 
HHX) 得 
CC) | 
n- 1 

G: > p”*- tw 二 a ba pr -2 NENN .十 Ga e] Fe | 
= k=0 x 
E a P tap F +a, p+a, 

.B(b)+ F(E) B(b) F (b) . _ 
> CAO AOS t AOS - (1.3.4) 


RPA) 是 原 微分 方程 的 特征 多 项 式 ，B《p) 为 方 括 号 中 的 
的 n 一 1 次 多 项 式 。 再 求 X(p) Haane ELL), 


9 和 ) |， 它 就 是 所 要 求 的 解 x( + )。 ZE 与 初始 条 
件 有 关 ， 它 对 应 着 原 方程 所 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 ， 假 如 把 xp 
(一 0，1，.…，4 一 1) 都 看 作 任意 常数 的 话 。 而 -90 了 -与 


非 齐 次 项 (1 ) 有 关 ， 它 对 应 着 原 非 齐 次 微分 方程 在 全 零 初 始 条 
件 下 的 特 解 。 

”” 当 方 程 (1.3.3) HERT SCI) ESIR, MAMKU 

及 它们 的 乘积 时 ， 或 是 正弦 、 余 张 函数 、 它 们 与 指数 函数 及 多 项 
ERA 或 是 双 曲 正弦 、 余 弱 函 数 时 ， 其 象 函 数 产 ( 少 )= ` 
@ f (q VE bp 的 有 理 分 式 ( 见 本 书后 附 珍 二 中 公式 2~4、6 一 8、 
12219), 这 时 原 微分 方程 的 解 * (+ ) HREN (1.3.4) 
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x xC -Ce 二 EC 
。 便 是 有 理 分 式 。 反 之 ， 著 非 齐 次 项 ( ! ) 不 是 上 面 所 列 的 画 数 ， 
“类 ， 这 时 其 象 玉 ( 弓 ) 便 可 能 不 是 有 理 分 式 ， am XO) 便 不 是 
纯 稳 的 有 理 分 式 了 ， 但 作为 XC) HBA- p ERAN 


分 式 。 综 合 以 上 两 种 情况 表明 ， 不 论 f( 1) 是 什么 形式 ， 解 微 
x 分 方程 1.3.3) 总 会 磁 到 有 理 分 式 求 逆 的 问题 。 x 
s 有 理 分 式 求 道 ， 首先 要 把 有 理 分 式 化 为 有 再 真 分 式 与 正式 的 


和 ， 再 把 有 理 真 分 式 化 为 部 分 分 式 。 
有 理 真 分 式 化 为 部 分 分 式 方 潜 有 三 : 
, x 1. 待定 系数 法 ; 
2， 试 次 法; 


3. 利用 极限 的 解析 方法 。 | 
第 1 种 方法 已 在 高 等 数学 中 介绍 过 。 第 2 种 方法 要 供 助 于 实 算 体 


我 们 重新 设 (p ) = TO ACD) MBO) RAAS 


项 式 ， 分 母 次 数 较 分 子 次 数 高 。 . 
Q 车 名 是 (2D) 的 单 根 ， 即 B(p)= (b —p)B (P) 
BCP) + 0 ， 则 在 FF(D) 的 展开 式 中 ， 有 下 列 形式 的 重大 分 zs 


a 


(b 一 be) 


其 中 系数 


sansa -和 =- O (1.3.5) 


证 明 因为 (Pp) 可 分 为 两 项 之 和 e ， 


a= ! 
p>po B(b) 


B(P) 
ACP) _. 9 4) 
BCP) Ge) B) 


@ en mI Si 6 NX (EINI 87.6。 ， 


二 
— 


o ` | 
其 中 B.C). ACP) 均 为 多 项 式 。 等 式 两 端 采 (p — p), 再 令 


Dp 就 得 到 = Jim -AO a), RED KREN, 


得 到 5 =G E SER 238, Hik JE. 


© #p Je B(b) ËB n (n 2 1) 重 根 ; 即 B(p)=(p 一 
bo B (b), B,(pə2e 0 , MEFO) 的 展开 式 中 , 有 下 列 形式 
的 最 简 分 式 之 和 ， 


(p 2 + (2 "rtt O py 
其 中 系数 dx 一 


1 . f AC) a|. 
CT BJ PTA j 
(k=1, 2,0, n) = (1.3.6) 
_ A(P)D oey 
证 明 AAEN FO )=-4 y 可 表示 为 
AG) _ G, G2 eh ar 
BC) =p) EAP U TTE 
Alp) 
tt tp p+ Bp) 
SRR (p 一 pa)” 


| aee (p b) Tap- ~p) ”十 az( 访 一 加 jr: 


十 … -+a,( b —b J) + - + a, 
0 
两 边 求 (n-k) 阶 导数 后 ， 右 端 前 & 一 1 项 及 最 后 一 项 仍 含有 
BF Op), BIER O k)i 第 4 十 1 项 直到 第 
n 项 都 为 0 。 HS b — bo 得 I 


lim Eo -| =( n — k )t a, | 


P > bo 


@ 参 看 类 歇 川 等 编 《 高 等 数学 讲义 〈 上 册 ) $7.8 


从 而 有 (1.3.6) 式 。 
归纳 以 上 两 个 结果 ， 便 有 


定理 1.3 设 -入 多》 是 有 理 申 约 真 分 式 PC 1.2, 


m) 是 BCp) 的 m 个 单 根 ，z,(s 一 1，2，…; 1) 是 BC(p) 的 
s NR: 且 mm 十 mm 二 ms 十 … 十 m 一 多 项 式 B(P) 的 次 数 。 则 有 
ALP) __ 
B(b) Pb-—b, b Bt +y — Dn 


+ tn] 


+ P au a i 
po. x 
| G, Gs 


+; + pa “+ rp ey] 
: 其 中 系数 分 别 由 式 (1.3. 9 与 (1.3.6) 确定 ， 仅 其 中 字母 与 字 
母 下 标 要 作 相 应 改写 。 _ 

[ 例 8 2 已 知 F(P)= ry RZ HEO) 


E i F(p)= G= t > + ENS 


由 式 Ga. 3. 5) 得 | 
| a = lim CFCPICD —1))= Jim sti 2 
_ _ _ = 3b+1 
b lim CECD. i )2 pri (E= FT) 
í 
一 一 一 x 
c= lim ECNE + D= „lim -3 页 十 工 
p>-i C2 1)( -— i ) 
--1+— 


2 
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新 以 
| r o í 
一 二 一 一 一 一 1 十 一 一 
_ 2 2 2 
F( b) YESI t+— : 二 一方 二 这 
| | ; F g`" 
a E a daa GE Bas 
= 2g 一 2coSs t +sin ł | 


= DoT2D+3 wo 
[ 例 9] 已 知 F(P)= 一 rp 于 7s， 求 2 {F(P))。 


rp pM O — 8 
解 设 FUP)= (p+1) HTS ( b Pi 1)? 
HA (1.3.6) 得 
a=-l Jim (F(b)(b HI)Y 


2! bp>=-1 
= li lim tpp + SATER 
a=} lim (FCAP +1) 
| I! p>- 1 
= „im (+2 p +3 V = 0 
=- — 1 


a,= lim PCDP + 1))= lim (p*'+2 p + 3)= 2 
斯 以 | 
2 
廊下 + ( b + 1 )° 


uo yl oto) 
=e + fe" | 


F(p)= 


其 中 用 到 公式 


gis) = CT 
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(SẸ S 1. 2 例 9 )， 


最 后 需要 指出 的 是 ， 举 上 面 两 例 是 为 了 说 明 方法 。 但 对 这 两 
个 具体 题目 来 说 ， 所 用 方法 并 不 简便 。 如 例 8 h, FOP) £ 


在 复数 域 ， 只 要 在 实数 域 中 化 为 最 简 分 式 ， 设 


san A `. Bp+C 
FObp)= yT T p+ 1 


”表明 初等 方法 确定 其 中 的 待定 常数 4、B、C。 又 如 例 9， 只 要 


EFO) HAFS R (P'+2p+1)+2=(p+1)>+2,⁄ 


”很 容易 化 为 最 简 分 式 了 。 


为 求 有 理 分 式 的 闻 变 换 ， 是 否 一 定 要 先 将 它 分 解 为 最 和 分 式 


之 和 呢 ? 回答 是 否定 的 。 我 们 将 在 下 一 章 8 2.7 中 介绍 像 画 数 直 
接 求 逆 的 留 数 方法 ， 该 法 并 不 需 先 分 解 有 理 分 式 。 此 外 ， 查 专门 
的 变换 表 也 是 一 种 实用 方法 。 例 如 ,《 拉 普 拉 斯 变换 原理 y ( (263 
C.J. 沙 万 特 著 ， 李 哲 岩 等 译 ,' 陕西 科学 技术 出 版 社 1984 年 出 版 ) 


一 书 中 ， 作 者 收集 了 E. C. 列 威 的 拉 普 拉 斯 变换 表 中 的 5 个 3, 
都 是 有 理 分 式 的 求 道 公 式 , 其 中 有 理 分 式 分 母 最 高 为 5 次 多 项 式 。 
$ 1.4” 卷 积 定 理 ” 初 值 与 终 值 定理 


本 节 讨 论 卷 积 定义 、 性 质 ， 卷 积 定理 ， 初 值 及 终 值 定理 。 
(一 ) 卷 积 的 定义 


定义 ”对 函数 /1( 1) Kf 1) 我 们 考虑 含 参 变量 t 的 积 


分 | fC4)fs( + 一 4u)du， 这 个 1 的 函数 ， 称 作 函数 户 (# S 

f(t) HEREN, BRER, E SC) A f rE fi fa 
FDE ECD = SADA de  G.4.D 

(M HEA =E 5 fhir ER. 

解 

ex -eC 1 — udu > 


` =f 0 — 2tu tut )du | 
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一 LH e"du— 2t | ue" dau +j. wa | 
=e — P 21 — 2 
2 和 f(t (120) H 


sin Z < i < 
g(t)=1 o 
°” 72 
BRI x g, 
解 因为 由 9 (1) 的 表达 式 有 x 
aozo (s < 


Miui) 
glt- u)= u | x 
| | n 
ma <->) 
所 以 当 0 < + << 一 时， 郑 积 
fxg= | futu) — (1.4.2) 
中 的 积分 变量 4 从 0 变 到 +， AH t-o ut, 故此 


时 据 9 (+ au) 的 表达 式 ， 有 
fx g= f am( yas tsin t l 


当 (>B. 着 积 1.4.3) 式 中 的 积分 变量 4 从 0 RAE 


到 1 时 中 间 要 经 过 '—— > 所 以 据 9 (t — u) 的 表示 式 , 有 
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r. EHO 
° . 


+| x flu)gCt— u)ds 
r 


Í 


. A : . ` : * 
f — — | 
= | 2 u ont | n u sin( 1 — H ydu . 
. . 1 = — 
Jo ` 2 | | 
=0+1—1 ` 

综合 以 上 计算 结果 ， 便 得 出 ， 


jg 
Jt 
1 一 1 t> -- 
(二 ) 卷 积 性 质 
卷 积 有 性 质 ， 


交换 律 SASER SC) 
结合 律 SAAD GAD ` 
=f (1)*(f,(1)* fht) | 
ass (f(1)+/f,( 1) * fs C t ) 
=f( Oxf ttf tf 1) 
下 面 我 们 只 证 明 交 换 律 ， 而 把 其 他 证 明明 给 读者 作 练习 。 利 
用 积分 变量 代 换 = u = VRR AOD AC) 的 积分 变量 
Huho, EA x | | 


DC 人 a G= aya 
=— | fr ofa )do 
= | Aofi — v do 
=f ` 
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利用 交换 律 我 们 可 以 简化 例 2 的 计算 ， 
Í wg = + f= | gu) f(t u)du 


= | g(uXt— u)du 
| osins (t — u)du= t —sin 1 


(0< ; <) 


= n 0 | 
| 2 sinu -( £t — u )du +| 0du= t — 1 
0 | | 2 
| Jt | | 
(了 <1 时 ) 


” 结 采 与 例 2 同 。 

(=) 卷 积 定 理 

两 个 冰 数 卷 积 的 像 疯 数 ， 等 于 两 

AAAA B KRA 3 W je Fi Bh 

Ff t)* f,( th =Z) 

Z {fat )) (1.4.3) 
证 明 ”由 定义 并 把 累 次 积分 看 成 

是 展 布 在 uot 平面 上 模 形 区 域 S (图 

1-22) 的 一 个 生机 人 再 交换 图 1-2 

积分 顺序 ， 可 


Pt) fst = | UJ, Cu fol t — u Jdu Jedi 
| = fj, ( uú )/Z,( t — uje ?dudt 


(S) | 
= Fa)[ pt wend] . 
在 内 层 积分 中 令 1 — u=, 得 

| 人 tf 一 u je ”di =g" 
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JAG Dat, 
PN | 
Z#(f (0 1)*/.( 1) | 


= AC) (er fd)emd, Jan 


= | f Cu eredu: | 7™ ft)emad 

=F if (i D ERIR t9) 
证 完 。 

易 由 (1.4.3) 式 得 到 

卷 积 定理 的 等 价 形 式 FA f 8 8 F,( P) 5 F, (b) 之 
积 ， 等 于 它们 所 对 应 的 像 原 函数 2 IF (bp) 52" (F, bp) 的 
”着 积 的 像 国 数 。 也 就 是 说 : 积 PF,( p)F,C b) time, 是 他 们 每 

一 个 的 逆 像 的 卷 积 。 用 式 子 表示 便 是 

F, ( b )Ë',( b )= ZZ HF (b) IF Cp) (1.4.4) 
或 
HED FAP) = 1) ft) “(1.4.5) 
其 中 #"(P.(b)=f0 r), Z Z (F,Cp))=f.( 1) 


. (H3) K Z tay 


i + Fp)= F(p )= -E 则 fiC 1) 一 x 


— sinat, 由 (1..4.5) 式 得 


?rrr) = 


1 . . 
= sin ai x sin a! 


G 


| t 
= a sin au sin a ( t — u )du 


= -元 š (sin of 一 at cos at) 


(HA 质量 为 "的 物体 ，: EMES k BERAS — 
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端 ， 作 用 在 物体 上 有 外 力 /(1) (1>0) 及 与 解 时 速度 成 正比 
的 阻力 。 设 物体 自 静 平衡 点 x = 0 开始 运动 , x 轴 的 正方 向 朝 下 ， 
试 求 该 物体 的 运动 规律 * = x ( t )。 


图 1-23 x 


R 设 阻 力 为 一 — Bx GR B> 0 WEEER, KEJE 


| S mx” = —Bx' —kx+ f (t) | | 


BV 
mx” + Bx” +hx= f ( t) 
其 初始 条 件 为 . 
x(0)= 0， x(0)=0 
对 微分 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 痊 换 ， 得 
(mp*+Bp+ p)X(p)= F(b) ` 


解 得 
x(p)=— FOP -= F) ` x 
情况 1 w R> 0 时 ( 即 小 阻尼 时 & R = ， 我 们 有 
-Bt 


o 2m sinot 


w 
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利用 卷 积 定理 《1.4.5) 式 ， 由 (1.4.6) 式 得 


| Pi | 
xG 1)=— . “， =a), # f (1) 


-BC -un n 
EOL o e Sino ( t — u )du 


情况 2 当 忆 二 0 时 ( 即 临界 盟 尼 时 》， 我 们 有 (1.4.7) 


. 利用 卷 积 定理 (1.4.5) 式 ， 由 (1.4.6) 式 ， 得 


Bt 


上 ye 


x ( t )= E 


1 t x | m 
| =- f; fCu)lt—u)e du 
情况 8 当 尺 < 0 时 〈 即 大 阻尼 时 )， 我 们 令 尽 = 一 os 则 有 有 
gnil t — 
. (2+2) e | 
. _ 


om | 
, shat . 
— 


ú [2 E +Ë 


= @ 


利用 卷 积 定理 0.4.5) A, 由 (1.4.6) 式 得 


$t 
sode | ae), fo 
Be) | x 
t 2m . 
-| e “shoCt —u)f(u)du 


由 上 可 知 ， 对 任意 的 外 力 f (+ ) 来 说 ， 求 该 物体 的 运动 规 
律 问题 ， 变 成 了 仅 计算 一 个 积分 的 问题 。 在 推算 过 程 中 , 卷 积 定 
理 起 了 关键 作用 。 

当 f (1) 是 某 些 特 殊 类 型 的 函数 时 ， 则 方程 的 解 x (1 ) W 可 
”由 式 (1. 4.6) 并 直接 利用 变换 表 得 到 。 

作为 特殊 情况 ， 我 们 假设 无 阻力 ， 这 时 阻尼 系数 了 = 0 。 再 
设 外 力 为 周期 力 ，f (1)= Asin ot. WH a. 4.7) 式 得 运动 

方程 为 


an} fi Asin oz ， soci -adar 
” 查 积分 表 得 | . ° 
A/sintou—o(t— u) 
“Ciom oro — 

_ Sin(@u— o ( t —u N 
| | 2 (O, — @ ) u= f) 
= _ -Sint 

“om\ 2(0+o)  2(0%œ— 0) 


x sinat sinui 
OO 
| +i 2 (oto) 2 (oo 一 @) j) 


A ; x 
= aoa oy (ou sinoi— osino,t)  (o¥0,) 


由 此 可 知 ， 当 该 系统 的 固有 频率 o 和 外 干扰 力 频率 o, 不 相等 时 ， 
物体 的 振动 为 两 个 不 同 频率 振动 的 合成 。 当 0。= RE om o 
时 ， 由 于 这 个 合成 振动 的 报 由 无 限 增 大 ， 便 产生 破坏 竹 的 共振 

现象 。 | 
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(四 ) 初 值 定理 
定理 设 函 数 f (t) 及 其 导数 C1) 都 满足 定理 1. 1 的 
条 件 ， pj 
f (0)= lm pF) (1.4.8) 


“证明 一 方面 ， 由 式 (1.1.8) 知 ， 当 p 习 +co 时 ， 满足 定 
理 1.1 条 件 的 f'( +t) 的 像 函 数 应 趋向 零 ， 即 、 


LiF CEY) -| f(t)e wdt->0 〈 当 六 一 十 co 时 ) 
另 一 方面 ， 由 导数 的 像 函 数 公 式 〈1.2.2) 式 
gf (1)=| T #(r)erdi=pF(b)— f (0 


,lim CpF(P)— f (0')3= 0 


S BJ 1(00)= ， lim pE P) 


(五 ) 终 值 定理 x x 
定理 Rf (1) 及 f(t1) 都 满足 定理 1. 1 的 条 件 且 
„lim ICE) 存在 , pF (b ) fE 86 E 0004 F P 平面 解析 ， 则 


lim C t)= lim BECP) (1.4.9) 
证 明 esmmasmmax a. 2.5) h, Foo 
mj; fC tov l lim CpF(P)— fO) x 
= lim PF(0)—- f0) 
另 一 方面 ， 在 积分 号 下 取 极 限 ， 则 由 ， lim e”=1, 得 


CIRE PDE” a= 全 PdF 
= lim FOD- fC0) 
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比较 上 述 两 式 ， 得 lim f(t)= lm pF(p) 


注意 ， 对 于 一 个 给 定 的 问题 ， 在 用 余人 定理 之 前 ， 必 先 判 时 
定理 所 有 条 件 是 否 都 满足 。 例 如 f(t)=sinot,， lim f(t) 
不 存在 ， 且 pF(p )= PPQ EENE RAEO 
的 函数 ， 不 能 用 终 值 定理 。 但 是 ， 对 它 初 值 定理 还 是 成 立 的 ， 


一 


hm, sinot= 0, 而 Jim pF(p)= ,im 让 
f > 


又 如 FCp )= po ratt a> 0), pF(D) = si 


满足 终 值 定理 的 条 件 〔 在 包括 虚 轴 的 右 半 面 上 没有 # 点 )， 所 以 
由 终 值 定理 可 知 ， 像 原因 数 / ( t) 的 终 信 为 


P 1 1 
Jim f ( 1) 一 lim PF(P)= lim P +a ` 
这 个 结果 是 不 难 验证 的 。 因为、 
1 1 1 
FPC- +O" o(p rF) 
所 以 FCD =Z HRO) =- ae) 


BRO lim fCOD=_, lim (1-0) = 


初 信 定 理 与 终 值 定理 使 我 们 能 根据 已 知 的 像 函 数 FO), 
去 预测 像 原 函 数 的 初 值 与 终 值 ( 即 稳定 状态 )， 而 不 必 先 去 
直接 求 出 像 原 函数 f (t) BEA nd F(p)= 


ESS 1.06 = u 
x AINENA, etik kE t 现代 控制 工程 rh H 
本 第 221 MO, BFC) 可 以 算出 
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f (t)=%# (F(b))= 1—0.103e26—e 5 
= (0.897cos0.58 t +0.933sin0.58 t ) 
(图 1-24) 计算 过 程 是 复杂 的 ， 因 为 车 要 把 有 理 分 式 F(p ) WAF 
部 分 分 式 ， 首 先 要 算出 分 母 的 根 。 分 母 是 的 四 次 多 项 式 ， 需 用 
”近似 方法 才能 求 出 四 个 根 为 ，0， 一 2.33， 一 0.33+0.58?。 但 
是 ， 若 我 们 仅 需 知道 /( t) 的 终 值 \ 即 稳 态 值 )， REMETE. 
述 计 算 ， 直 接 用 终 值 定理 就 可 以 了 ， 即 
,im Í ( t )= lim pFE(b) 


= |; | 1.06 = 1 
poo P(D+1)b+2)+1.06 


l-24 


“81.5 拉 普 拉 斯 变换 在 其 他 方面 的 应 用 
本 节 介 绍 在 某 些 应 用 学 科 中 占 重 要 地 位 的 传递 函数 概念 ， 并- 
举例 说 明 怎样 用 拉 普 拉 斯 变换 解 某 些 偏 微分 方程 、 积 分 方程 以 及 - 
其 他 类 型 的 方程 。 
(一 ) 传递 函数 概念 


线性 定常 系统 的 传递 函数 ， 定义 为 在 全 零 初始 条 件 下 ， 输出 。 


量 的 拉 普 拉 斯 变换 与 输入 量 的 拉 普 拉 斯 变换 之 比 。 线 性 定常 系统 ， 
可 用 第 系数 线性 微分 方 程 表 示 。 我 们 以 二 阶 的 为 例 ， 其 方程 最 简 : 
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RHEE 


“d: d | 
G, “+a +a, y= f ( t) 


HERIC) 称 为 输入 量 ， 它 常常 表示 外 力 〈 强 迫 力 ) 等 ， XM 
分 方程 的 解 y = y ( 1) . 称 为 输出 量 ， 它 常常 表示 运动 。 下 面 我 
们 通过 实例 来 进一步 阐明 上 述 物理 概念 。 

[ 例 12 线性 机 械 振动 系统 (图 1-25) 


图 1-25 图 1-26 


设 m、b 、 名 分 别 表 示 质 量 、 阻 尼 系 数 、 弹 性 系数 ， 它 们 是 
局 的 系 芝 参数 ， 输 入 是 外 干 扩 力 71)， 入 出 位 移 x( 1) 由 


牛顿 第 二 定律 ， 可 得 
mh +kx= f( 1) (1.5.1) 
在 替 初 给 条 件 下 ， 对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 。 A x (0)= (0) | 
mP XCPJIUPXCP)ILX(P)=F(P) 
即 

Š (mpt+up- h )X CP )= F(p) 
ERX) 5 FCD) 的 比 ， 可 得 系统 的 传递 函数 ， 


X(b) _ 1 
传递 函数 = G ( p )=——> FG) pp 


-显然 ， 它 与 外 力 无 关 ， 仅 与 系统 参数 有 关 。 
【 例 2 3 L~R-C 电 路 (图 1-26) E 
EL. R. C 分 别 表 示 电 感 、 电阻 、 电容 ， 它们 是 已 知 的 
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系统 参数 。 由 基 尔 元 夫 第 一 定律 ， 得 到 电路 微分 方程 - 
di 


L- dt di pR idi= elt) 


如 果 用 电量 9 的 形式 表示 ， 因 -9&_ = i ， 上 述 方程 可 以 写成 


d? dq 1 . 
L 人 +R- 弛 +9=e(t) | (15.2 


其 中 电压 e (1) 是 输入 ， 电 量 9 是 输出 。 在 零 初始 条 件 9 (0 ) = 
g (0)= 0 下 ， 对 上 述 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 得 到 . 


LPO D+ RpQ(p)+— LQ (P= EC) 
(Zp+Rpt tt)Q(P) = ECP) 
ROC) SEC) ZE, PTAR 80 tease g. 


. _ Q(b) _ 1 
传递 函数 一 CG ( p ) = Eps = Lp rapt 二 


显然 ， 它 仅 与 系统 参数 有 关 


一 般 地 ， 设 有 一 1? 阶 组 性 定常 系统 ， 它 的 微分 方程 为 
ay Ha y Pp any" 十 ay 
=b x +b x" L... +b... +b,x (n Zm) 
式 中 y( 1) 是 系统 的 输出 ，x( +t)- 是 系统 的 输入 。 在 零 初始 条 
Ix (0)=x'(0)=- x %D(0)=y(0)=y' (0)=+-y%00- 
= 0 下， 对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 
a, P "Y (b)+a,p” 1Y (p )+--- +a,. ipY (P yta Y (D) 
=b p X (D) +b p= lX(p)+- +b, . pX(p)+b,X(b) 
Cap Hap H +a, p+a,) Y (b) 
| = (ba p" +b dida aiia PEDA P) 
x PERRERA ANERER, 
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Wgmm=G(py= t | 
bop™+bp™ 十 十 bo: 十 om 
| a p'a pid. +a, p+ a, | 

传递 函数 只 与 系统 参数 o, b 有 关 ， 而 与 输入 x ( 1) 取 什 
么 形式 无 关 , 它 表达 了 系统 本 身 的 特性 。 应 该 指出 的 是 , 许多 物理 
性 质 不 同 的 系统 ， 可 以 有 相同 的 传递 函数 ,例如 比较 方程 (1.5.1) 
与 (1.5.2)， 可 看 出 这 两 个 不 同 的 系统 的 微分 方程 具有 相同 
的 形式 ， 所 以 传递 函数 形式 也 是 相同 的 〈 分 子 为 1， 分 母 为 乡 的 


二 次 多 项 式 )。 这 样 的 系统 叫做 相似 系统 ， 而 在 微分 方程 中 占据 


相同 位 置 的 物理 量 , 叫做 相似 量 ,下 表 中 列 出 了 这 两 个 不 同系 统 的 
相似 量 。 这 里 讨论 的 相似 性 ， 叫 做 力 - 电 压 相似 性 ,应 用 上 ， 常 党 
把 研究 机 械 系统 的 问题 ， 转 化 为 研究 电路 系统 的 问题 RAN 
来 )， 便 是 利用 了 这 种 相似 性 


A- a Ea DLE E | 


Hf ， UE e 

J Rm x O BBL, 
HERM = BER | 
弹性 系数 办 | mt Cum 1/C 
Bx i 电量 4 

速度 x/ | | | 电流 强度 9' = í 


由 于 传递 函数 有 闭 代 家 系统 本 身 固有 特性 的 这 个 特征 ， 因 此 
”在 实际 工作 中 ， 往 往 不 直接 解 微分 方程 ， 而 是 用 各 种 别 的 数学 方 
法 〈 代 数 的 、 几 何 的 、 分 析 的 等 等 )， 定 量 或 定性 地 分 析 系统 的 
传递 函数 GCp) 或 频率 特性 G(im)。 用 这 种 间接 的 办 法 ， 去 认 
识 G(p) EG Go) 所 代表 的 实际 系统 的 “品质 *， 这 是 控制 论 
及 电学 讨论 的 问题 之 一 。 

我 们 再 举 一 个 求 传递 函数 的 实例 。 x 

【 例 33， 设 有 两 个 自由 度 的 线性 系统 如 图 1-27。 系 统 参 数 均 


-一 


Xi u x? 
7, | xi | Xg Tu 
x, | ! _ e 
k, É k opoo & Í 
AG M. I: | 
L E—u Lu; Ea — 
图 1-27 


XEM, Mn M, 为 质量 k. k, 妈 为 弹性 系数 ，B 为 阻尼 
系数 。 该 装置 静止 时 ， 三 个 弹 筑 都 是 原来 长 度 ， 设 此 时 MiK Y 
置 为 xi= 0，M, 的 位 置 为 *,= 0， | AER $h x, 与 % 的 正 向 如 
图 所 示 。 设 M, 的 位 移 为 xl), M, 的 位 移 为 x,=x;( 1), 
作用 在 M, 上 的 外 力 f(t )， 影 响 着 M, 的 运动 ， 车 把 1(1) A 
EHA M, 的 位 移 x,( t) 认 作 是 输出 ， 试 求 该 系统 的 传递 函数 


X (PIFO). 


M H T3M0EKSHEBx M, 的 作用 ， 分 别 取 决 于 以: 对 
M, 的 相对 位 移 〈% 一 %) 与 相对 速度 (e—a), A k E 用 在 
M, 上 的 恢复 力 f= h (xi 一 %:)@ ， 厂 作用 在 M; 的 阻尼 力 为 户 = 
B(x —x4) HH, kb BEMEM, 上 的 恢复 力 写 HENA 


O H klax) 与 B( 芭 一 X14)。 


分 别 取 受 力 分 离 体 M, 及 M, 如 图 1-28。 

| R (x) — x,) x k(x,- x) -- -一 
BCxi =x) _ | 
o BO, 


<b) ` 


图 1—28 
由 牛顿 第 二 定律 分 别 求 出 M, R M, 的 微分 方程 
| M 一 一 Xi 一 k (%,— x, ) — B (X1— Xa) 
N 
Mas —Rea— k (e—a) — BC 一 DO 十 了 (4)》 


e 3 Pf 1, 应 为 j= = kau- xa)». agansnNtEg (xı - x £R 
| 号 的 。 JALER. : 
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在 零 初始 条 件 下 ， AERA ARERR ERNE 得 到 X,( > ), 
X, p) 的 代数 方程 组 …~ x 
| | (M p'+Bp+h + k)X,CG0)+(—Bp— EX )= 0 


(— Bp— 4)X,( D+ Mb Bp Fh, + RIX )= FO) 
求解 可 得 


_ X (b) 
_ paaa- GY E 


as r Ept 3AM, Map'+ B(M; +M.) p" 二 CHM Y4 kak) ` 
-T EM k tR + B(h& +h) p Thi, + k (Ë, tD) 
KNRM BB. RAAE? RAKEN 

(—) 解 偏 微分 方程 举例 - S 

OA 求 当 * 二 0， 1:>0 TA MESSE 


ət "r. 


E HR (1.5.3) 
满 中 条件 ° í _ ` o 

_ pes D=o (1) 一 -边界 条 件 “1.5.4) | 
C0)=0 “一 一 初始 条 件 (1.5.5》 
的 解 ` i x 

说 明 


KE kasa K (0 < <+) ATTER i) 

”的 分 布 问 题 。 已 知 条 御 表 明 ， 该 棒 初 始 温度 处 处 为 零 (初始 条 

ST BERERA = 0 处、 温度 变化 规律 9 ( O 为 已 知 GA 

界 条 件 )。 x . . 
关于 热传导 方程 ， 我 们 0 — x thy x 

作 补充 推导 如 下 ， 设 一 均匀 


导热 的 细 粹 如 图 1-29， 设 其 q DT e 


上 的 温度 分 布 为 了 一 & (2x， | x 
iy hapira Bo i 
标 ， ! 为 时 间 。 为 使 问题 简化 ， Hawas R x 多 | 
W, RRA GRAND (Ei ARESSSA AND, 


x x 59 

139 83 E0R20Cx, +A. RRRE SUS E, É 

为 AS。 由 热力 学 知 ， 在 时 间 C t+， t 十 A 内 ， 自 点 * 处 通过 小 
BREMLAWAE 与 时 间 间隔 Ar, RER AS, HERR 面 外 法 


线 方向 的 变化 率 一 一 一 成 正比 ， 即 流入 热量 为 x 


K „AS-A K, AS. moni a =- ) 
FJ, Ë x +AxMUA MED ` 
K aM AS- N= KS sane AS. At, 
这 时 各 -= 


| 其 中 开 为 该 棒 的 热传导 系数 。 ARMER | 便 知 At 时 间 内 流 
,入 微 元 的 总 热量 为 | 


g2 


OX |x +Ax 


AS: M 
x + 0Ax 


| cy 
另 一 方 窗 ， 由 热学 可 知 ， 物 体 热量 的 变化 与 其 质量 以 及 温度 
变化 成 正比 ， 所 以 微 元 上 热量 的 改变 量 为 

. C:Am:Au= CP- -ASAS -Au ` | 
”其 中 c 为 比 热 ，Am 为 微 元 质量 ， p 为 棒 体 密度 ，Ax 一 5(x， + x 
+At— u(x, i)o | 
由 热量 守恒 定律 便 有 


K AS. At=cpAS: AX «Au 

x +QAx 

等 式 两 边 同 除 AS.At， 且 令 At->0，Ax->0， B 
eiet 


E Six 看 作 参数 ， 在 方程 (1.5.3) WNERL”, W 
后 对 + 从 0 到 十 co 积分 一 一 也 就 是 对 变量 上 取 拉 普 拉 斯 变换 。 记 
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Pul x, D= f u(x, end Ux, p) 
显然 它 是 x* 、 刀 的 二 元 函数 。 因 

| =pU(x, p)—- u(x, 0)=pUC(x, P) 


ou +o 909° _. ps 
zl) | 0 ar HCY, t) e dt 


x ə2 + co p . | 、 | 


@lu(0, t)=z#(@(í))=%@C(p)=U(0, p) 
若 把 p 暂时 看 作 常数 ， 则 变换 后 的 式 (1.5.3) 及 边界 条 件 变 为 


pU = aš i zU x 《上 9. 6) 
| | U|. =t) _ š | (1.5.7) 
解 (1.5.6)， 得 x 
E - P , k. 
U 一 CI ° +, € 


由 问题 的 物理 意义 知 ， 在 x ~ 十 co 时 解 &(x，.) 是 有 界 的 , 从 
而 它 的 像 函 数 U( Xx，p) 也 有 界 ， 不 应 元 限制 增 大 8 ， 所 以 
0。 又 由 条 件 (1.5.7)， 得 c= 中 Cp )， 所 以 

. ” VP, | 
LU 一 中 ( 旋 )e 
再 求 它 的 逆 变 换 ， 便 得 出 欲求 的 解 4u( x。 1)。 z 
特殊 情况 。 当 p(t)=% 即 棱 的 端点 为 恒温 时 ，@®P(2)= 
u, | | . 


P 


© 这 里 4(x，+) 表示 温度 ， 温 并 不 可 能 无 界 ， 设 | u(x，+)| <M, M IU 
<x, P)| = he REF LEU Ridt kuf 7 je ridt = RS Rep 
> 0); KUJ p) Wah, 学 有 界 的 。” 


G 
ERRE 〈 附 表 二 公式 31)， 得 到 温度 分 布 函 数 


u(x, 1 ) saf: 去 | sQ ay) | 
解 完 _ 
假若 我 们 当初 将 方程 〈1.5.3) 对 变量 x 而 不 是 对 变量 1 取 
拉 普 拉 斯 变换 ， 情 况 会 怎样 呢 ? 设 Z{u(x,，'1)}=U(p, t), 
由 于 ` | 


04 _ | +° ðu- -pz | — 9 + °° | | ps 
gi -| J , ər ° dx= -F | | u(x, 4 )je”dx 


| > E Di 


对 方程 (1.5.3) 取 对 x 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 利用 公式 (1.2.6)， 
-È UCD, t=0cpUCp, tjp 0, 1)—w( 0 t). 

(1.5.8) 
pulo, 1) 固然 原 已 给 出 为 PC1), auo, 1) 却 是 
不 知道 的 。 所 以 式 (1.5.8) 不 是 一 个 确定 的 方程 ， 无 法 继续 对 
UCP, + ) 求 解 。 这 便 是 原 方程 不 对 x 取 拉 普 拉 斯 变换 的 原因 。 


我 们 可 以 用 拉 普 拉 斯 变换 去 解 更 一 般 的 常 系数 线性 偏 微分 广 
程 。 为 说 明 解法 ， 再 以 缺 混合 项 的 一 般 二 阶 方程 为 例 。 “ 
(H5) 求 二 阶 常 系数 线性 偏 微分 方程 


` au Ən ` u 04 
Ox tox Pt dr + € — 
=f(x, t) (i>0) (1.5.9) 


满足 条 件 
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u(x, 0) 一 (xD 
acs, o) A(x (4.5.10) 
9 | 


u(0, t)= g9( 1!) 


auC1, 1). oou 1, t) 
. əx tb ol 


=Yu( 1， 3 lu us 


x . G. 5.11) 
fu = u(x, t), XPa, b, c. d. e, a, B. v.! 
C MORE. f(x, t) P), Yx) ICO 都 是 已 
知 函 数 。 
Ñ 对 方程 (1.5.9) 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 这 时 先 将 方程 中 的 
BES, 变换 是 对 男 一 个 变量 t 取 的 。 设 2 (2 (x， 1)}= 
U(x, pb), 利用 初始 条 件 及 允许 积分 号 下 求 导 ， 可 得 


aa 


-ac 2- w) 
j- 


PUC, b )— py( 4)— TESI 


x af 


由 此 方程 (1.5. 9) 经 变换 后 ， 得 到 一 个 二 阶 党 系数 线性 党 和 分 
方程 O- 

„ ZU 

dx? 

=F(x, op+ 0) ta) (1.6.12) 

其 中 思 害 作 常量 ，F(x，p)=2{f(x, 1), U= -U(x, b). 


它 的 求解 条 件 由 原来 给 的 边界 条 件 〈1.5.11) 取 拉 普 拉 斯 变换 得 
到 ， 为 | 


S y (dp+ep+ c)U 


o 解 完 。 
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( @#(u(0; r= Uo; pyr tg Ne GP) 
dU (1.5.13) 
LO 有 YU i 


...: K l , 


ERASE uas 19 前 解 后 ， 取道 
| u(x, t)=2"(U( x, p), 
便 得 原 方程 (1.5.9) 的 解 。 注 意 ， 常 微分 方程 . (1.5.13) 的 求解 
条 件 -(1.5.13) 是 边界 条 件 一 一 未 知 函 数 坟 在 > 0 及 xx 一 上 处 
满足 的 条 件 ， 这 种 条 件 与 高 等 数学 讲 微分 方程 时 所 给 ARIZ RE 
I= Yh) yEy (h). 不 同 。 
(=) 解 其 他 方程 | 
[ 例 6 未 知 通 数 在 积分 号 下 出 现 的 方程， 称 作 积 分 方 程 。 
试 解 积分 方程 


G= +j, y (u)sin( 一 du。 


8 “注意 方 程 中 的 积分 就 是 卷 积 y (1 ) xsin 1 。 
对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 由 卷 积 定理 得 x 
ION TTI Zn) 


Bp x | x 
E PETERE 2 EZO ODITE 
| /ll 
Z(U(1)=r/| 17146)" ta 
(=Z t+ 6 


- 用 同样 方法 可 以 解 更 一 般 的 积分 方程 
soso, Y(u)r (i= udu 
:其 中 9 (小 ` rC) ABA E 


k 


2e 
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| E— Ary, BR OaRT DUE y Uy yE 
ü xC )+by'( t)= 9 ( D+|， Ylur- u Jdu E 


Jaha, b. 9(1). r(1), IO) 均 为 已 知 。 
下 机 的 方 虽 关 型 在 电 有 分 煌 由 经 芝 肖 到 如 本 节 =) 中 的 


. c7) 解 方程 x 
y +32+2 [| d= f (1), 0)=1 1.5.14) 
其 中 f ( 1) 为 图 1-30 所 示 的 句 x | 
H. | 
分 析 车 方程 (1.5. 14) 中 
f(t) 为 一 初等 函数 ， 那 么 对 


方程 两 边 求 导 ， 得 z 1-30 


y+3y +2y=f'(1) (1.5.15) 


表 将 原 已 知 的 初 妨 条 件 》(0 )= 1 代入 (1.5.143， 可 得 


y'(0)= f(0)—3 | 
于 是 我 们 解 方 程 (1.5. 14) 的 问题 ， 便 转变 成 求 二 阶 常 系数 党 微分 
方程 (1.5.15) 满足 初始 条 件 》(0)=1、y(0)= (0) 一 3 
的 特 解 问题 。 但 本 例 中 f ( t) 不 是 初等 函数 ， 其 导数 在 无 穷 多 


个 点 上 不 存在 ， 不 能 使 用 这 种 方法 。 


和 解 ” 由 周期 函 孝 的 像 画 数 公式 (1.2.20) 计算 出 
TN Tr | a= es Srp 1) J, 


Er as +p)e” 
“pgri +b)—(1 + P)e p) 
UTD +p)(C1- 26?)— p3 
1 + P 1 

p Wie”; 


0 

于 是 对 方程 (1.5 5.1). 取 拉 普 拉 靳 变换 ， 利用 81. 2ER 

(1. Z. 12) 式 )， 得 i 

(pY CP)— 1)+ or re, 
解 出 YCP》 | x 


Y (? )= pO- CEE EE 
(1.5.16) 


EAH 六 第 一 项 , “awanwan mamam 


人 人 大 十 力 十 1 3 
[sr ray)" 二 CD- €e 


a. 5. 16) 式 右 端 第 一 -项 分 解 司 再 利用 $ T G. 2. 18) 
x AR | | 


x` 


t root 
9 {pia 


-1 


PFD -HT 
= ria -2 | rPRIUG SZ) 
p e zt 00 g`” ee ee” ` , 
(S1 aT) CE 
em gD EAN e” =.) 
ef e1 ET e—i 
其 中 + (t) 是 一 周期 为 1 的 锯齿 波 ， 


r(1)=i—(n+1) (W n< 4<n+ 18, 
| | n = 0, l, 2, =) 


所 以 由 (1.5.16) 式 可 得 — ` 
Yag (Y) 


š | 1 
el reta) 2 ai) FT 


en =, szi u 


a= lat DHÉ ene _ en 
_e— 2 32 一 5 ea 
一 . (GE 2 2 (e-i 1 y° 
风 方 各 的 解 分 解 成 为 2 与 y, 两 部 分 之 和 

3 二 
其 中 x ARAME 1-31 Z (a) 所 示 ; 当 上 -十 co 时 ， Y>, 
这 个 项 仅 在 一 段 时 间 内 起 作用 ， 当 时 间 足 够 长 之 后 ， 它 逐渐 衰减 
AP, ALELERRPREAREN, M y 是 一 修 辕 期 为 1 的 
函数 ， 由 于 当 t 充分 大 时 ，>, 成 为 解 》 的 起 决定 作用 的 部 分 ; 这 
时 ? 几乎 就 是 用 y 来 描述 的 ， 因 此 在 工程 技术 中 称 》, 为 稳 访 解 。 


y, = — 


—1 el O OKER O o 


t L 
-i 
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W y HESR E S 25 W AHAS HIS R, HAW H Ba 1-312 (d) 
给 出 。 | 

[ 例 8] 求 差分 方程 

x y(1)—ay( t —h)= g(t) 
满足 边界 条 件 y(+)= 一 0(01<0 时 ) 的 解 。 其 中 4a、h ,g(t) 
均 为 已 知 ， 且 >0， 当 1 < 之 0 时 g(t1)= 0。 

E ”对 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 利 用 时 间 迟 缓 定理 (公式 
(1.2.17))， 得 

y (Pp)—~ae ”Y(b)=G(b) 

ERY) 并 展 成 级 数 成 为 


1 CI e -kh 
Y(P)=G(P) T am CO) Yee 


= X) ate G ( b )® 
k=0 


于 是 


Y= HY = Y are GC) 
k Š 0 


O 


= 2 atg( t —kh) u ( t — kh) (1.5.18) 


R = Ü 

SERERA, 24 2 < 0 时 ， 因 和 式 中 每 一 项 均 为 0， 故 
?(f) 一 0， 与 边界 条 件 相 符 。 当 12 0 时， 对 每 一 固定 的 1， 
总 存在 非 负 整数 mw, 使 mh t <(m + 1) hy 此 时 在 解 (1.5.18) 
式 当 中 ， 当 指标 数 闵 之 由 十 1 时 ， 和 和 式 中 的 对 应 项 由 于 1 一 外 << 

0 而 都 为 0， 所 以 〈1.5.18) 式 成 为 有 限 和 式 ， 
= © 这 里 分 式 1/(1 —ae"A2) 能 展开 成 等 比 级 数 的 条 - 件 是 loe-szl 忆 1 ,这 是 容易 
WE, JARRe(b) 中 娩 大 。 又 本题 原 方程 中 的 了 (ff — h) 实际 上 就 是 


Jy(t-—h)u(t-— 下 )， 所 以 BY 一 站 让 SA 一 RU 一 天 站 
eo{y(t)} =e PY (Pp) | 
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y(i)= 5! a*g( t —kh) u ( t —kh) 


Rh = QO 
(mh< !t<(m+ 1)h) 
[ 例 9] 求 微分 差分 方程 


-d x(i)=bx(t-1) (b>0) 


HERP: 3540 < :1<1B x= 1 的 解 。 这 问题 可 理解 为 一 个 实 
际 问题 ， 一 运动 物体 t 时 的 速度 与 该 物体 在 单位 时 间 之 前 的 位 移 
成 正比 ， 其 比例 常数 为 6。 又 知 在 时 间 间 隔 0 过 1 过 1 内 ， 该 物 
体 停 在 点 x 二 1 上 。 试 求 运动 方程 x (t), 
解 ” 对 原 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 注 意 x(0)=1， 得 
PX(P)—1=be?*X(p) 
FRX) 并 展 成 级 数 


于 是 


x(1)=@(X(b))= 》 e pai 
R = O | 


= >! pe p u(t- k) 
k=0 


容易 验证 所 求解 的 正确 性 。 仿 上 例 分 析 可 知 ， 对 每 个 确定 的 t 来 
说 ， 用 来 表示 x* (1 ) 的 无 穷 级 数 实际 上 只 有 有 限 项 ， 为 


m — h 
“C1)= J) PLE uik) m<i<(m+1) 
k=0 


解 完 。 


更 一 般 地 ， 实 用 中 常见 的 常 系数 线性 微分 差分 方程 是 


Pf Th == dd P 下 
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"f" — 1 


Gi Ç x(t -= f ( t) 


I = 0 
(1.5.19) 
其 中 orn 及 立 都 是 常数 ， 且 0 =<r,<<x,<--- <<=, REEF iF £ 
带 迟 滞 过 程 的 问题 ， 都 是 用 这 类 方程 描述 的 。 若 方程 有 全 和 零 初始 
条 件 xO(0)=0， 有 =0，1，… 1 一 1， 对 方程 (1.5.19) 
取 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 


| x 
G > 2: aperi) x)= F(t) 


=0 k=0 


解 出 X(p) 然后 再 求 其 道 ， 便 得 原 方程 解 。 


$1.6 单位 脉冲 函数 


在 物理 中 ， 除 了 和 连续 分 布 的 量 外 ， 还 有 集中 于 一 把 或 一 瞬时 
芍 量 ， 如 冲力 、 脉 冲 电 压 、 点 电荷 、 质 点 的 质量 等 。 只 有 引入 一 
个 通 数 来 表示 它们 的 分 布 密度 ， 才 有 可 能 把 这 种 集中 的 量 与 连续 
分 布 的 量 来 统一 处 理 。 单 位 防 种 函数 (六 又 虽 狄 拉克 (Dirac) 
函数 或 5 函数 ， 便 是 用 来 描述 这 种 集中 量 的 分 布 密度 函数 ， 它 是 
一 种 “ 伪 函 数 ”， 不 能 用 通常 函数 概念 ， 也 即 不 能 用 “ 自 变 量 与 因 
变量 的 对 应 关系 ”去 理解 它 。 

(一 ) 质量 集中 分 布 的 无 穷 长 纽 丁 的 线 密 度 

AR 1 轴 虐 元 穷 长 的 细 杆 ， 杆 上 除 在 太 1 = 0 上 有 质量 和 一 
1 之 外 ， 处 处 没有 质量 分 布 。 设 其 在 点 上 上 的 线 密 度 为 at) 
分 析 可 知 ， 这 个 线 密度 函数 5(f!) A FINER: 

1. £= 0BJ, Š (1)= 0( 因 除 点 t= 二 0 外， 处 处 没有 质量 
分 布 )。 / 


2. 当 区 间 工 含有 点 4 一 0 时 , 积分 | d= 


| ， 8 (1)dt= 1 ( 因 线 密 庆 的 积分 是 质量 )。 


和 
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s 当 区 间 工 不 含 点 4 = 0 时 ,积分 | ， 8( dt 一 0。 


4. t= 一 0 寺 ，8 (+t)=coo( 因 在 点 1 一 0 有 和 集中 的 质量 )。 

性 质 4 说 明了 为 什么 我 们 不 能 用 通常 消 数 表示 渗 走 表 示 轩 
Zò Ct), QUERE, JER 3 可 由 性 质 1 导出 ， 性 质 
4 可 由 性 质 1 和 2 导出， 所 以 说 ， 性 质 3 、4 ERER, MEM 
1 和 2 大 本 质 的 。 

我 们 若 除 去 函数 38( + ) 所 代表 的 物理 意义 ， 经 过 数学 抽象 。 
便 避 引出 5 通 数 的 数学 概念 。 

(=) SARIEN 

满足 下 列 两 个 条 件 的 函数 ， 

1. ë(1)= 0 ( 当 + 关 0 时 )。 


2. J: OLDERE J 3(t)dt= 1 (其 中 工 是 含 


有 点 t == 0 的 任何 一 个 区 间 )， 定 义 为 5(t) AR, URA A 
HEREA. 

ERE mT WE FB) T 2 TE BU A 31, 

1. S (t—a)=0 (34 # = 4 时 )。 

2. | eC- ad= R| èC- adi=1 (其 中 
LESS m t = a 的 任何 一 个 区 间 )， 我 们 定义 为 BC 一 = 数 ， 
ERA AMRA oC a) 

ERKERPXABAHTHE, = R E: B FIERA 
ARCER: KARERE (i= 0 或 t= 二 a) 的 非常 狭小 
的 邻 域内 取 非 常 大 的 值 ， 在 该 邻 域 之 外 ， 函 数值 处 处 为 零 。 且 这 
函数 在 该 邻 域内 的 精确 人 性质 是 无 关 紧 要 的 ， 只 要 这 郑 数据 动 不 太 
显著 并 且 积 分 值 为 1 。 据 此 ， 图 1~32、 图 1-33、 图 1-34 中 狂 线 所 
表示 函数 都 可 以 作为 函数 (+ 一 5) 的 近似 表示 〈 当 0 <) <1 
时 ) 并且 可 以 认为 ， 当 hh 一 0 时 ， 这 些 函 数 的 极限 就 是 ?《 1 一 
a), 

_ BAC- 0) 的 图 形 ， 按 通常 意义 是 无 法 绘制 的 ; 图 1-35 


-一 一 一 一 mh N 
i  . .. a I. l... ... . 
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中 的 粗 线 是 工程 上 表示 函数 3( 1 一 a) 的 一 种 方法 。 
lio) | | x 
A TI 


图 1-32 


1-34 图 1-35 
除 图 1-32、 图 1-33、 图 1-34 之 外 ， 我 们 还 可 以 造 出 许多 其 他 


逼近 遂 数 8 (+ 一 a ) 的 函数 族 ， 但 在 实际 计算 中 一 般 并 不 需 要 
-这些 具体 的 函数 族 ， 只 要 用 图 1-32 所 示 的 脉冲 函数 族 ， 


ó(1—a)=——Cu(r—a)—u(t—a- k) 
J 1⁄4, a< I< +h 
= (1.6.1) 
lo, 1<a, t>a+h 
BITI, 


请 注意 ， 在 本 书 我 们 规定 ， 
(A) 单位 脉冲 函数 8( 1 一 6。) 是 脉动 浮 数 51 一 4) 的 
极限 ， 


rp Th 2 
- -一 一 < 
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lim, òL t—-a)=8 (t-a) (人 .6.20 
(B) 单位 脉冲 函数 原 定义 中 5(f1 一 a) 的 积分 


| (t —a)dt 
应 理解 为 b(t — a) 的 积分 的 极限 : 


| BC od lim, | (Cd 
只 有 这 样 ， 我 们 才 给 了 在 原 定义 当中 无 法 按 通 常 的 积分 概念 去 理 
解 的 积分 T DG- a)d 以 明确 的 含意 。 
由 于 x 
fT die h dt 1 (当天 -0 时 ) 
所 以 按 (1.6.3) 式 便 有 原 定义 当中 的 2. 式 ， 
J Š (1 —a)dt= 1 
在 特殊 情况 下 ， €= 0 时 有 : 


b (1)=——Cu(1)—- u(t) 


_— 0 二 1 之 h 


0, 1<0, >h 
单位 脉冲 函数 5 (1) 及 其 积分 的 含意 便 依 次 是 


(1 一 lim TEDA Ma ò (tdi 
-0+ -co 
+ co h 1 
= lim j dl 1 )dt = lim J -一 lim 1=1 
hr0 "°° 1 -0+” 0 h 0° 


《图 1-36 中 ， 左 图 是 8,( 1 ) 的 图 形 ， 右 图 是 在 工程 上 表示 8 (t) 
的 一 种 方法 )。 | 


ii ahi i wapu puan aca ap, r -a — l er ep L _ -一 三 
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图 1-36 


(=) 6 函数 的 其 他 物理 意义 

Abh wia, FO) 为 力 ，a (1) 为 加 速度 ， 
(1) 为 速度 。 由 牛顿 第 二 定律 F(t)=ma(1)= m-8— 
“v(1) 知 


| FO)dt= mC G@)—  @23 


uA ati tt., BJ FO) 对 时 间 的 积分 〈 冲 量 )， 等 于 质 
量 为 m 的 物体 的 动量 mv 的 增 量 。 

当 力 F(t1)= 二 8(1) 时 条件 1 表示 在 4# 关 0 的 所 有 时 
刻 ， 该 力 为 零 ， 所 以 该 力 是 仅 在 1! = 0 时 刻 的 瞬时 力 。 条 件 2 
300 = | B Ci di= mC (0") 一 ov(0")) 一 1 表示 该 
一 力 的 冲 量 是 1 。 这 个 力 使 质量 为 mn 的 物体 在 1 = 0 这 一 胜 时 , 动量 
mo 增加 了 一 个 单位 ; 使 速度 突然 增加 1/m 个 单位 。 或 者 说 , 这 个 
力 使 单位 质量 (m= 1 ) 的 速度 突然 增加 了 一 个 单位 。 若 单位 质 
量 的 物体 原先 是 静止 的 Cv (0)= 0)， 则 在 力 8C(1) 作用 下 ， 
速度 突然 增加 到 v (0') = 1, 


单位 脉冲 电流 i + 为 时 间 ，94(t) 为 一 段 导 线 上 的 电量 ， 
“$j 了 (1) 为 电流 强度 ， 由 gq (1)=i(i1) 知 
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在 时 间 (4，) 内 流 过 导线 的 电量 一 |” (id= 9 G) 


— q (t) 
当 i (í£)=001) 时 ， 条 件 1 表示， 该 电流 是 1 一 0 时 的 
咀 时 电流 。 条 件 2 


J g Š ( 1 )d= | Š ( 1 )dt = q (0*)— q (0-)= 1 


说 明 这 瞬时 电流 的 强度 极 大 ， 它 使 这 段 导 线 上 的 电量 4 在 t=0 
为 方便 计 ， 今 将 5 通 数 常见 的 几 种 物理 意义 列表 于 下 ， 


讨论 范围 | UTS x REMIT) x 则 函数 8( 了) HAMER 
MLA 只 在 t = 0 RREME m= 
网 理学 | 细 杆 的 线 密度 | 1 ， 而 在 其 他 各 点 均 没有 质量 的 
a | 组 标的 线 密 度 
力学 x 时 Bl | 变 j | 单位 冲力 
电学 时 M 电流 强度 | 单位 脉冲 电流 


(四 ) 6 务 数 的 性 质 
ERI ”对 于 任何 一 个 在 点 “的 某 个 邻 域内 连续 的 函数 
1 C), BA 


J f(1i1)ë(1— a )di= f(a) (1.6.4) 
SFH, 24 a = 0 Rf, 有 | 
全 f 1)% (1)dt= f( 0) (1.6.5) 


证 明 

我 们 证 明 (1.6.4) 式 。 注 意 其 中 被 积 函 数 也 是 一 广义 函数 ， 
其 积分 显然 也 不 能 用 通常 积分 的 含义 去 理解 。 类 似 ( 二 ) 中 的 规 
定 (B), ESSC a) 的 积分 理解 为 普通 函数 f(t) 
“Ba( t 一 a) 的 积分 的 极限 ， 再 对 后 者 利用 积分 中 值 定理 ， 便 能 
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证 得 欲 证 的 结果 了 。 事 实 上 ， 


全 fCE)B CE ad= lim | f (1)8( — a)dt 
D+ 一 DOO 
G +h a 1 l 1 a+h | 
lim |; FC d= lim -p jJ: f( t )dt 


= lim- f (a +I) h = lim f (a +0B) = f(a) 
b —>0* h h >-0* 


(0<6<1) 
证 完 。 
假若 我 们 注意 到 (1)8(t1 一 a) 有 性 质 
0 ， | 
f(a)8(0), (t=a) 
= f(a)d (t-a) 
则 从 形式 上 的 推演 也 可 以 得 到 (1.6.4) =, 


[TFD ad |” f(a)8 Ct aydi 


ost 


=fCa)| ~ 3(t—a)dt= f(a) 


在 实用 上 ， 也 有 把 (1.6.4) 式 作为 运算 性 质 来 定 x 函数 
的 (参看 加 部 仁 编著 必 数 学 物理 方法 》)。 x 
性 质 2 对 函数 (+ 一 6)， 它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


2(3(t 一 6) 一 caD0) (1.6.6) 
my, >4 a = 0 时 ， wj 
Z< (Š (1)=1 | (1.6.7) 


这 表明 ， 1 的 拉 痊 拉 斯 道 变换 为 单位 脉冲 簿 数 5 过 去 我 们 已 


经 知道 1 的 拉 普 拉 斯 变换 为 -一人 
证 明 ”由 拉 普 拉 斯 变换 以 及 8(1 a) 的 定义 与 公式 


—. —t T s .— (st í... 
rr Ar n 
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(1.6.4), 得 
ZETE ETDE | s (t — a Jedi 


-| ò (i a )e"P*di = `P) = . 


证 完 。 
性 质 3 单位 阶 唉 函数 u(t) 的 导数 是 8 函数 ， 即 | 
Su(t)=8(1) (1.6.8) 
一 般 地 ， 有 


d u(t-a)=5(1—a) (a>0) (1.6.9) 
证 明 BREM 34:12. a BS (ft—a)=0, H 
Tata)d=1 
所 以 | 
| aCi- aydi=1, (1> a m) 
0 ， ( # < a BJ) 
=u(1— a) 
两 边 对 t 求 写 ， 便 得 
8(1—6)= 
这 便 是 (1.6.9) 式 。 证 完 。 
(五 )6'(t) 的 定义 与 其 拉 普 拉 斯 变 扩 
既然 》 函 数 不 是 正常 函数 ， 那 么 也 就 不 能 按照 正常 函数 的 导 
数 定义 方法 去 定义 5 函数 的 导数 。 事 实 上 ，--9- 8( + ) 定 义 为 ， 
对 任意 的 有 连续 导数 的 函数 fl 1), WA x 
WEEK 5 (1 )] f i)di=—f (0) (1.6.10) 
这 个 定义 合理 不 合理 呢 ? 假若 我 们 把 8 函数 及 其 导数 都 看 作 
是 普通 函数 时 ， 则 从 形式 上 的 演算 也 可 得 到 (1.6.10) Ñ ` 


j ` Š ( 2 — a )dt = 


gu(t—a) 
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ff Va 人 COCO 


+ 


| -fD -S d CHF Ct )dt 
= 0—0 | TECDE Odie 00) T 
=—f (0) 


根据 定义 (1.6.10) 式 并 注意 当 2 <0 时 -9 $3(1)=0 
(Wi 二 0 时 8(+t)= 0)， 可 得 


gsf- a= | terd= | ~ Sar) 


e`di -一 d e=”) 


= b 
# = 0 


于 是 便 有 
公式 


gla (i)=p (1.6.11) 


相 类 似 ，-9 3 ( + ) 被 定义 为 ， 对 任意 的 有 连续 阶 导数 
的 函数 f( 1 )， 都 有 
j -rò (t): f( 1)di=(— 1)?/”( 0) 1.6.12) 


据 此 定义 可 得 
公式 


glS) =p (n=1,2,3,.) (1.6.13) 


事实 上 上 上， 根据 定义 〈1.6.12) 式 并 注意 当 t < 0 时 -5(1) 
一 0( 因 上 <0 时 ?2(f) 一 0)， 可 得 
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gjg aef aC enam 人 gD 


e` f'di =(— 1) (gre) 
这 便 是 公式 (1.6.13), 
《六 ) 应 用 举例 ` 
[ 例 1] 一 电路 如 图 1-37 记 示 , 其 中 电源 在 t+ = 二 0 时 输入 一 
和 脉冲 电压 V8( 1 )， 试 求 电 流 i 的 表达 式 。 


s 
= p 
+ = 0 


图 1-37 


解 ” 由 基 尔 夫 夫 第 一 定律 建立 微分 方程 
L; < + Ri=V,8( t ) 
初始 条 件 为 40) 一 0。 取 拉 疹 拉 斯 变换 得 
Lpl( p)y+RI(b)=V, 
WL UH x 


V, 


I P)= EPER LY 


于 是 


ee K/L 


TEEDEL AELE D) a 


_ pP+5pP++9Ip+7 
[ 例 2] RGC )= (p+1)pi2) 的 像 原 沙 数 。 


P + 3 
解 G(b)= P +2 T(p+1bPT25 
一 上 


2 
=P+2 +y TT k 


í` arien — T —  — - = 
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由 公式 (1.6.11) 和 (1.6.7), $ 
PIGO D= LPH LL) +229"11 二 
— g` CEL SG ssh 
十 26” — e 
[ 例 3] 如 图 1-38 所 示 跨 度 为 1 的 简 支 梁 ， 在 X= 二 a(0 < 
a 之 1) 处 受 一 集中 载 办 下 的 作用 ，、， 试 求 该 梁 的 抄 度 巾 线 ， 


图 1-38 


解 ” 由 材料 力学 知 ， 抄 度 曲 线 》 = yC) 应 满足 的 方程 及 
这 界 条 件 为 
| Ely ® =- Fü (x—a) 
y(0)=y”(0)=JX(1)=y”(1)= 0 
对 微分 方程 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 利 用 条 件 y(0) 一 多 (0 )， 得 
EJ(ptY(p)—y' (0 )pp—y>”(0))= —#Fe"* 


于 是 | 
YV(p)=— 2 ++ as 
求 逆 得 
y (4)=— BE) (0) 
+ (1.6.14) 


再 将 边界 条 件 y(1)=y(1)=0， ZIRA (1.6.14) 式 及 


ET Tr pr art) a 


i TA ci: TH ra. Too = 
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《1.6.14) 式 的 两 次 导数 式 ， 便 可 求 得 
y(0)=— FCC Gala, y 0) = EG 
从 而 得 解 
y (x)= AT Cx— oa) u(r—a) 
+(1— a)(2a—at+x) x 2 
-Eyr 1 -oalatx x (0<x<a) 


— -((2 1 — a )x?—3alx? + (2a +a) x —la*) 


(a<x<1) 
解 完 。 
(+) 关于 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 
对 在 1 = 0 邻近 有 界 的 函数 f (+ ) 来 说 〈 例 如 满足 定理 1.1 
条 件 的 函数 以 及 3 1.1— $ 1.5 中 见 过 的 全 部 函 数 ), (0 ) 取 什 
么 值 ， 与 讨论 了 (+ ) 的 拉 普 拉 斯 变换 毫 无 关系 ， 因 为 Cr) 在 
一 点 上 的 值 ， 不 会 影响 积分 


P a= | T Fed 


但 是 ， 假 如 f(t1) 在 += 04 Y hk Rg Am, f ( 1) = 
35(f) 或 eos 1 二 28《t))， 问 题 就 复杂 了 。 我 们 必须 区 分 这 
个 积分 的 积分 区 间 包 括 了 上 = 0 Z-A, METEK f = 0 这 一 
点 。 假 若 包 括 ， 我 们 把 积分 下 限 记 为 O 假若 不 包括 ， 我 们 把 积 
分 下 限 记 为 (*， 于 是 得 出 了 不 同 的 拉 普 拉 斯 变换 。 记 


PRETE = | f (1 Derad 
zt 一 | T Eyed (1.6.15) 


=Í freda. fO) 
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仔细 地 说 ， 上 述 两 个 积分 的 含义 分 别 是 


人 f( 1 )ewdi= lim | f ( te ”dt 


a f (1 )6 “1 一 lim 人 f (ijedt 


对 于 在 + = 0 所 不 含有 脉冲 函数 的 函数 f (t), eR t = 0 
PERJAKA. PUA 
2@#,1f(1))=<.( f 1). 


对 于 在 = 0 点 含有 了 脉冲 函数 的 函数 六 1)， 因 |” fO 


.e” 0, H (1.6.15) 式 知 
SAF FL (13) 
由 此 可 知 ， 此 时 区 分 儿 , 52. 十 分 必要 。 
在 本 节 ( 四 )( 五 ) 中 所 讨论 的 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 区 间 ， 实 
际 上 都 包括 了 + = 0 这 一 点 的 ， 所 以 是 儿 .。 依 现在 的 记 法 , 公式 
(1.6.6), (1.6.7)、 (1.6.11), (1.6.12) 应 改写 作 ， 


Zida (1 — a))=eP( a> 0)  (1.6.6)” 
z.a (t) =1 (1.6. 
d _ / 
z.i- 一 了 (1.6.11) 
9.{ =p" (1.6.12)” 
与 上 述 式 (1.6.7)“ 相 对应， 显然 应 该 有 
| 2, (8 (1)= 0 (1.6.16) 


这 是 因为 当 t1 — 0BJ, Š ( !)==0, 
由 于 拉 普 拉 斯 变换 的 积分 下 限 取 法 不 同 ， 使 得 导数 的 拉 普 拉 
斯 变换 公式 (1.2.2) 与 式 (1.2.3) 也 分 别 变 为 
LPF CE =B ASC f o) (1.6.17) 
&,UJ”( 1)y= pie. f (t))—p(0)—/ (C0 (4.6.18) 
@.(f'( tiy = p2Z (f ( t): — f (0°) (1.6.19) 
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LF tt) =z- FC ~ pH)—f 0) C(G.6.20) 

下 面 我 们 用 不 同 的 变换 多; 与 Y- 去 解 同一 个 题目 。 

CHA 设 图 1-39 中 的 机 械 系统 最 初 是 静止 的 ， 它 在 单位 
冲力 8 (1) 正 向 作用 下 开始 运 动 。 
不 计 阻 力 ， 试 求 运动 方程 。 

解法 一 “出生 顿 第 二 定律 得 

mx” +kx=ò(1) 120 

(1.6.21) 
w J ËL Bi 23 HE 2 6 2, 3 Vk 2. OM 159 
(x“(t))=X(b), HAAR (1.6.20)、(1.6.7) RIRA 
x (0-) 一 2 (0”)= 0 


得 到 x | 
mp'X (b )+ k X( b)=1 (1.6.22) 

解 出 

k 
1 1 m 
X( b )= š 一 一 一 一 一 一 
mp 二 Rk mk p+(/-&-) 
于 是 


x(1)= 2" (X(p))=—== TAR 


这 是 一 个 以 -二 到 -为 振幅 的 简 谐 振动 。 

解法 二 “假若 我 们 在 时 刻 + = 0 刚 过 的 一 瞬间 ( 记 作 1 =09 
去 考虑 初始 条 件 ， 这 时 可 以 认为 冲力 8 (+ ) 已 经 作用 过 了， 该 
力 使 物体 初速 有 个 突变 一 一 由 0 变 到 了 一 一 (参考 本 节 (三 ) 中 对 
单位 冲力 的 说 明 )， 所 以 应 有 


x (0 ) 一 0， x” 《0 ) 一 i, 


(1.6.23) 
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对 方程 (1.6.21) 两 边 取 变换 多, 并 设 儿 ,Xx(1)}=X(?)， 
利用 公式 (1.6.18), (1.6.16) 及 初始 条 件 (1.6.23)， 得 到 


[X ) 一 一] +4X(p)= 0 
它 与 (1.6.22) 式 相 同 。 以 下 解法 也 与 解法 一 同 。 解 完 。 
在 结束 本 节 时 ， 编 者 指出 , 这 里 对 b 浮 数 的 有 关 定 义 及 证 明 ， 


者 建立 在 高 等 数学 基础 之 上 。 有 兴趣 追究 严格 的 读者 ， 请 参考 较 
安 门 的 著作 。 


3 RO 一 
1， 由 定义 直接 计算 拉 普 拉 斯 变换 ， 
( 1 )cosot 
《2 )shot 
( 8 ) chot 


j 3, 0 =< í< 2 
人 2 < t < 4 
0, t> 4 


t+1, 0<t<3 
(5)f (1)= 
0, t > 3 


2 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 最 简 变 换 表 及 线性 性 质 求 下 列 函 数 的 拉 普 起 
斯 变换 : 

(1)3t -2134+ 6 

( 2 )5sin2t — 3cos2t 

(3) 33 t tge 

(4)1 /# 

( 5 ysin f cos t | 

s， 利 用 最 简 变 换 表 及 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 线性 性 质 求 下 列 像 画 数 的 像 
IR A S: 


5 
(1) 12 


pep urarnaas aaa amaya aaa a= i 
ptt ， 


(8) (a? ae b?) 


O 
(p? + a2) (p? + b2) 
P+ti ` 

b (p*+ p — 6) 
4. J FB B TY ET RARR tiy HT F A R 
(1)2#(2u (1 -— 1) +3u (t — 2)) 
(2)@(tu(t — 3)) 


GLR: 


(9) 


b 
.1 í 267P — e-29 
‘Wet 
并 分 别 画 出 像 原 沙 数 的 图 形 。 
cosi, '>— 
5. EB If (#) = 
5, 1< 了 


(1) 用 单位 阶 距 函数 表示 f G). 
(2) 求 它 的 拉 普 拉 斯 变换 (提示 ， 设 法 利用 时 间 述 级 定理 ) 。 


6. 利用 拉 背 拉 斯 变换 的 性 质 及 已 导出 的 变换 公式 计算 : 
gòt 一 一 } 
t 


《1)22{ 


wepe) 


(3)Z@ Í tsin2t} 
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(4) Z (ttsin2ty 
(5) Z {fsinof — otcosat} 


(6)2{ 一 -E 


(7 ) Z (tshot) 


—.. 
Zb +838) 


2675P 
-1 
(9) jan] 


aos] 


aoe {rrera} 


F sp+s 
01 g l 1) L+ 2 p + 5) f 


b2+3P +1 
b (b + 1) 


-1 p+1 1 
03) 2 人 TY | 


p:+ p —10 
-į 
aog i (P + 1)2(p2+ 4) 


pS+ SD? + 26 b + 22 
pš+7p°+ 14 b + 8 


7. 求 下 列 周期 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
(1) 周期 为 2x 的 半 波 整流 正弦 波 函 数 (Ma) 

人 2kx< t (28 二 IT)x 
f (t) = 


(12) Z! l 


aned 


(k=0, 1, 2, =} 
0，(28+1)r<rf<(2R+ 2)x 

(2) 周期 为 w HERNE EZ f (t) =lsin t |6) 

(3) 周期 为 ?2z， 几 高 为 上 站 的 三 角 冲 击 波 函 数 有 (tf) (图 c) 

8. 求 (l)sinfwsinfy (2) t e, 并 用 它们 验证 着 积 定理 。 

9. 试 证 明 卷 积 满足 结合 律 和 对 加 法 的 分 配 律 。 

10. 试 利用 卷 积 定理 证 明 ， 


(1)g#-`! {arsr}= 证 (singt ~ atcosat) 一 i t? sina? 


(提示 ， 利用 1.4 例 3 所 列 的 2- 5} 的 公式 ) 
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第 7 题 图 


《2)22 TeS = 5 (af cosat + sinat) 

11， 求 解 下 列 微分 方程 及 微分 方程 组 : 

(1)y”+k?y=0, 3y(0)= A, Y (0)=B 
(29)y”—y —6y =2, Y(0)=1, Y (0)=0 

(3) y” -23 +45y = 0, yy(0)=y (0)=0, >”(0)=1 
(4) yt —3y +27 =2e* y(0)= 2, y (0)=-1 
(5)z>”+@21x= o (u (#)— u(t- b)), x0)=x (0)=0 
(6)x +4X +5z= = 0, x(0)= 0, x (0) = 2 


dí ds d | 
(7) +2 -2 -— A=), x (0)=% (0)= x' (0) 


= x” (0) = O 
dš dš 
(8) r t2 “r+ =sint, x(0)=1, * (0)=-2,%(0)= 
3,x““(0)=0 | 
x+y mi x<(0)= a, y(0)= b 
(9) | 
x'—y' at, f 
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2x —y—-—y = 4 (1 -en 


aod x(0)= y(0)= 0 
2x + y = 2 (1 +3e 2!) 


| x — x -Jy =e 
(11) 
x’ _- y” — 2 y = f2 


求 满足 初始 条 件 * (0) = - 一， w (0) = - y(0)=1, y (0)= 


-一 一 的 特 解 以 及 通 解 。 


1 
， 在 如 图 的 RCL 电路 中 R、C 、 工 都 为 已 知 , H y£ SUT ° 设 合 


仙 前 ， 电 容 极 板 上 的 电量 为 Qo 而 电流 1 = 0 。 试 推算 ， 合 闸 后 电容 器 上 
前 电量 9 随 + 的 变化 规律 为 ， 


+Q, + 
C 


第 12 题 图 
Qoo _ EEA 
q (f)= or i [el 一 82 t+tg 1 eE) 
,sR ndl | 
其 中 b =o 205 TG 


13. 一 弹簧 上 端面 定 , 下 端 挂 了 两 个 质量 都 是 mm 的 重 物 , 使 弹簧 伸 长 了 
20，, 今 突然 取 下 一 个 重 物 ， 使 弹簧 从 静态 开始 运动 ， 求 所 挂 重 物 的 运动 
规律 。 ü 

提示 。 设 重 物 位 移 为 x, 正方 向 向 下 , 储 标 原点 选 在 挂 一 个 重 物 时 的 静 
平衡 位 置 。 

14， 解 具有 阻尼 的 自由 振动 运动 方程 ， 其 微分 方程 为 ，mz” +uL + ocx 
= 0 其 中 m、h 、e 分 别 为 质量 ,阻尼 系数 及 弹性 体 的 刚度 。 

*15. 设 82.4 中 例 1 的 图 所 示 的 系统 最 初 是 静止 的 ， 假 定 小 车 因 一 个 
强度 为 工 的 冲击 力 而 开始 运动 ， 问 ， 它 能 用 另外 的 强度 为 1 的 六 者 力 阻止 
吗 ? 试 由 计算 得 出 纺 论 。 

16， 解 下 列 积分 方程 


本 
ai 和 
LE 
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(1) (1)= asin! +f ys (a - u) y (u)du 


(2) JF (f#) = Gsinbt + c f sinb (t u) y (w)du(b > e> 05 
17. 求 微分 方程 组 | 
| O 
y'(1)-—z'(t)+ z (t)= 0 
满足 初始 条 件 x (0)=yY (0)= z (0)=#' (0) = 0 的 解 ,， 其 中 f(t》 
为 已 知 。 
"18. 试 求 定 解 问题 的 解 


gtu = a° a*u 


Srt (O<x<I, t>0) 
s]. = 0, -0 Nia 
ul = 0, s W. 
(提示 ， 原 方程 对 + 取 拉 普 拉 斯 变换 。) 
补充 选 作 题 
1， 解 积分 微分 方程 


ayt) +oy (DSI (t) f Yur Ct — u)du 


其 中 常数 a、65 及 函数 9(+1)、r (t) 均 为 已 知 。 

2， 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 x 

(1) J (t) =e"krchat (2) fc (t) = t shat 

(3) f (t) = t -e-ar.sjnb1 (4)f (t)=(t-a)'u(t—5). 
KH o, 5b、 月 均 为 常数 。， 


3. 已 知 f (+t》 是 周期 为 1 的 函数 ， 在 一 个 周期 内 ， 它 是 由 下 列 关 系 
来 定义 ， | 


| f(t)=t -1 0<:<1 
求 f(t+ 》 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
4. EH, 


s to an VEN 
oria ye Í 2 
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1 
(2) L (eft Zt)) =Z TS 


| 一 ~ 2 vi -x2 
A Ë, erf (V t) = 5f Wak; 
(A {ererfe DE TF 
QE: erfce(w 1)=1 -erf(w+ )。 提 示 ， 利 用 (2)) 
5， 求 下 列 函 数 的 逆 拉 普 拉 斯 变换 ， 
I 
(1)F (b) PPro + py Sa b 均 为 常数 ) 


4P + 1 
(2)F(P)=- 22 pap- i) 
-P+ 
| b + 2 


6. Ry +4y' +5 = f (+), (12 0) 

前 通 解 ， 其 中 (+) 已 知 。 
7. 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 下 列 边 值 问题 
| (1)=10sin2t 


x* (0)=0, x(—)= 1. 


8， 求 微分 积分 方程 
w+3y +2f ydt=2u(t -1)-2u(t -2) 

满足 初始 条 件 》 (0) = 1 的 解 . 
9. 求 变 系 数 微 分 方程 

ty” +(1-n- t)y +ny=t-1(n=2, 3, 4, °°) 
满足 初始 条 件 y (0)= 0 的 解 。 

10. 设 具 有 一 个 自由 度 的 振动 系统 ， 质 量 为 一 个 单位 ， 自 振 频 率 为 e, 
当 此 系统 受到 外 力 为 u(t -Tw) 的 作用 时 ， 其 运动 微分 方程 为 

y" +o2y= u (1 一 To) t >o 
初始 条 件 为 | 
y(0)=y (0) = O 

求 运动 > (t), 


第 二 章 “” 依 里 叶 积 分 与 傅 里 叶 变 换 


本 章 先 极其 简要 地 复习 了 健 里 叶 级 数 的 基本 结论 及 其 物理 意 
义 ， 并 从 函数 在 区 间 (一 1, 1) 上 的 传 里 叶 级 数 展开 式 出 发， 
讨论 当 1 ~ 十 ce 时 它 的 极限 形式 ， 得 出 函数 的 全 里 叶 积 分 展开 
式 。 然 后 在 此 基础 上 定义 傅 里 时 (Fourier) 变换 (包括 双 侧 变换 、 
EZER, REER) 并 由 健 里 时 积分 公式 录 出 傅 里 时 赣 变 换 的 
分 析 表 达 式 。 关 于 健 里 时 积分 定理 与 侍 里 叶 积 分 变换 的 应 用 ， 我 
们 举 出 某 些 广义 积分 计算 及 求解 某 些 方程 作为 例子 。 在 本 章 最 后 
两 节 ， 作 为 选 学 内 容 ， 介 绍 了 傅 里 时 变换 与 拉 普 拉 斯 变换 之 河 的 
KA. n 元 函数 的 传 里 叶 变 换 概 念 以 及 怎样 由 健 里 时 积分 定理 寻 
出 拉 普 拉 斯 道 变 换 的 分 析 表 达 式 ，。 

学 习 本 章 要 有 健 里 叶 级 数理 论 、 广 义 积分 以 及 复 肖 数论 等 方 
面 的 基础 。 


* $2.1 傅 里 叶 级 数 概要 


(一 ) 简 谐 振动 与 简 谐 振动 的 交加 
简 谐 振动 简 谐振 动 是 景 简单 的 往复 周期 运动 ， 如 单 扣 、 无 
阻尼 自由 运动 等 。 其 运动 方程 可 表示 为 : 


y = hcos(ot— a) (2.1.1) 


其 中 变量 IAHE 常量 记 为 振幅 ，o 为 圆 频率 〈 简 称 频率 ， 下 
同 )，a 为 初 位 相 。 而 运动 周期 为 了 = 2r/o， 运 动 频率 为 一 1/ 
了 一 。/27x。 其 运动 规律 可 模拟 为 作 色 角 速 圆周 运动 的 小 球 M 在 3》 
轴 上 投影 NN 的 运动 (图 2-1)， 圆 周 半 径 为 h， 角 速度 为 @。 
若 一 质点 作 直 线 运动 ， 其 方程 为 
y = acosoi + bsinot (2.1.2) 
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我 们 令 YET 殉 一 有，arctg -6 = a( 如 图 2-2 所 示 )， 则 a = 
cosQ， b = hsina, 代入 (2.1.2) 式 得 


y = h Ccosacosol-+sinasinot ) 
= hcos(@1— q ) 


> 
pe | B | 
a 


图 2-2 


由 此 知 (2.1.2) 也 是 简 谐 振动 ， 其 振幅 为 h =v ato, Bug 
为 0， 周 期 7 二 一。 

设 @。 一 一 一 ， 其 中 ! 为 某 一 确定 正 数 。 考 虑 一 组 以 吕 及 其 人 
数 为 频率 的 简 谐振 动 (yo 除外 )， 


y= C08 t 十 busin 一 1 上 。(18 一 1，2，，…) 
PX(n=1, 2, 8, =) 的 频率 o, KFA 
名 | = — = O, o= m20, ， 


而 其 周期 1 。 RFA 


r 2n _ .1 _ | _ 1 _ 2! 
ia 2l, T= T= =, T,=— T = 
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BR, Wy 的 共同 周期 便 是 T = 21， 从 而 它们 的 迭 加 


Gü SQ 4 
_ G nr . . nm 
PA y.=— + ` (a. co8 一 一 t +b,sin— r) 


fi = 1 


(2.1.3). 


也 是 一 个 以 T,=21 为 周期 的 运动 ， 但 不 是 简 谐 运动 。 

(=) 周期 备 数 的 分 解 

现在 我 们 反 过 来 提问 题 , “一 个 以 了 = 21 为 周期 的 复杂 运动 
f (1), 是否 可 以 分 解 成 一 些 简 谐 振动 的 和 允 ? "车 从 纯 数 学 的 角 
度 提问 题 ， 便 是 ，“ 一 个 以 7 一 2/ 为 周期 的 复杂 函数 有 ( 1 ), 是 百 
可 以 展开 成 形 如 (2.1.3) 式 的 由 最 简单 的 周期 函数 所 组 成 的 三 
角 级 数 呢 ? "回答 是 肯定 的 ， 只 要 f( + ) 满足 某 些 条 件 。 这 便 是 
傅 里 叶 级 数理 论 中 著名 的 收敛 定理 ， 
KARE EKIO) EKC- 1, DEWERN i 
里 条 件 ， | 

1. f (1) 在 该 区 间 上 或 者 连续 ， 或 者 只 具有 有 限 个 第 一 类 
间断 点 (在 第 一 类 间断 点 c k, 函数 的 左 极限 f (c 一 o ) 和 右 极限 
f (e +o) 存在 ， 它 们 或 者 不 相等 , 或 者 相等 但 不 等 于 f(。 ))。 

2. FO) 在 该 区 间 上 至 多 有 有 限 个 极 值 点 ， 亦 即 可 以 把 区 
间 C 一 1 ， DARICO) 的 有 限 个 单调 区 间 。 则 有 


— 一 一 -一 小 2 ascos = +b, W 


ertora =+] 
(2.1.4) 


其 中 


aF rr — a Tas o — ` ` 
ERE =) T A T a a wan n a i th apina tan Pe ee Pp 一 
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RIU 


l 
a=), f (u Joos FTE du (n = 0, 1，2，…) 


1 IL f nny 
b | 1 ——riarr — 本 K! 
= ; J. f (u )sin ; du(n=1, 2, 3, ) 


| (2.1.5) 
BR, FIS(C 1, 1) kf (1) 的 连续 点 ，(2.1.4) 式 等 号 
右 端 便 是 f (t), 

由 上 上 述 定理 可 知 ， 


”车 再 增设 1( 1》 是 定义 在 区 间 (~, +00) 上 的 以 
7 一 21 为 周期 的 连续 函数 ， 则 在 整个 定义 域 (0, +) 上， 
# 


f C 1)= y + > ( acos- + bosin =) 


ie Ce, 十 co) | 
其 中 系数 ao(n 一 0，1，2，…)、D(0 一 1，2，3，…) 由 
《2.1.5) 式 确 定 。 
© 若 再 增设 f(t) 是 定义 在 区 间 〈 一 co， 十 ce) 上 的 连 
续 画 数 ， 但 不 是 周期 函数 ， 则 仅 在 区 间 (一 1!，1 ) 内 才 有 


一 tt . nT 
(人 十 bsin 
= 1 


tEC(— 1, 1) (2.1.6) 


其 中 系数 an, b, Dy2R  8H 3832, MERRE. RER 2-3 
(a) 中 用 实 组 表示 函数 f (1), MERER IC) 所 生成 的 传 
里 时 级 数 ， 从 图 中 看 出 ， 虽 然 在 〈 一 1， 1) 中 函数 与 级 数 重 
合 ， 但 在 《一 1 ，1) ZIRRI) 与 级 数 却 全 然 不 同 。 这 
里 引出 了 一 个 新 问题 。 

(=) 非 周 期 函数 的 展开 问题 

“起 样 使 非 周期 函数 f (1) 与 它 所 生成 的 傅 里 叶 级 数 重合 部 
分 更 多 呢 ? “显然 只 有 增 大 ! 的 取 值 这 一 个 办 法 。 正 如 图 2-3 所 
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(5) !š⁄ 大 
图 2-3 


M: | 较 小 时 ， fC) 与 级 数 重合 部 分 较 少 ，1 较 大 时 , fC) 
与 级 数 重合 部 分 较 多 。 在 下 节 ， 我 们 讨论 当 ! too 时 ， (2.1.6) 
AZE FZ JX 


92.2 全 里 叶 积分 公式 


EMEA se. 定 (— e°, Fee) EC f (t) 不 


CDIU=Q<+oa 


RIER SC) 在 每 一 个 有 限 区 间 (一 1, 1) ERREKA 
里 条 件 。 

(一 ) 信里 叶 积 分 定理 

由 上 节 收 笋 定理 知 ， 在 区 间 (I, 1 ) 内 的 连续 点 上 ， 国 
数 f (r) 可 用 传 里 时 级 数 表 示 成 


nri 
ff 一 -人 十 > (ee ] 


| el 1, 1) (2.2.1) 
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其 中 系数 ov、5. 为 傅 里 叶 系 数 ， 由 〈2.1.5) 式 确定 。 
为 表示 非 周期 函数 在 所 有 + 上 的 函数 值 F( + )， 很 自然 地 起 
到 在 上 式 中 令 1 -= 十 ce。 这 时 (2.2.1) A n ME A 量 


nat 


a tbosin ) 的 频率 


nn 


oa. 一 一 一 (n=1, 2, 3, =) (2.2.2) 
本 来 取 等 差 
A OT G, =" 了 
(2 一 1，2，3，…) (2.2.3) 
的 离散 值 ， F LL, H, -, 便 变 成 频率 由 0 到 +oo 
取 连 续 的 值 了 。 


在 令 | -> 十 co 之 前 ， 我 们 先 将 (2.2.1) 式 变形 。 把 (2.1.5) 
式 代 入 〈2.2.1) 式 ， 整 理 后 得 


f(t)= | ,fu)d 


+— > J. f (u )cos FTC t — u)du 


t = 1 
一 [十 (2.2.1)’ 
其 中 记号 I 表示 上 式 右 端 第 一 项 ， 工 表示 上 式 右 端 剩 下 的 级 
数 项 。 
| >+], PAI 一 0 ; 这 是 因为 


= 二 | 人， F Cudu 
<i | If Cu = 0 
再 利用 (2.2.2) KA (2.2.3) 式 所 引入 的 记号 ， 把 工 改 写 为 
I = 2 | f(u)cosa( t — u Jdu) Aq, 


96 
我 们 可 以 把 它 团 成 a 的 函数 多 
0(c)= 一 | f Cu)esa ( i — u )du | 


在 区 间 (0, +o) 上 的 积分 和 ， Y| DlA BIA 


fi = 1 


时 ，A0.-> 0 ， 上 述 积分 和 便 趋 向 积分 | “Ca )da， 即 


于 是 对 〈2.2.1)/ 式 取 1 ~ 十 co 时 ， 变 成 
F=] T Cada 


=f da J 7 (u )cosa( t — u )du 
x t€ (一 cc， 十 co) 
如 此 ， 我 们 引出 命题 
傅 里 叶 积 分 定理 HAAF) 定义 在 区 间 (一 2， 十 %) 
上 ， 并 在 其 上 绝对 可 积 ， 并 且 f(t ) 在 任何 有 限 区 间 上 都 满 尽 
KABER, WERKENNE ERAL WA 


f=- | do JTS f Cu )eosa( # 一 u )du 
x x (2.2.4) 
车 t 是 f(t) 的 间断 点 ， 则 上 式 左 端 应 为 
f (t+0)+f(:—0) 
2 


这 是 因为 导出 (2.2.4 ÉS W 223 (2.2.1)EK(2.2.1), 
在 间 渐 点 上 ， 左 端 也 是 左 、 右 极限 的 平均 值 。 


@ 仔细 的 读者 会 发 现 这 一 步 推 导 不 严格 ， 从 而 使 得 整个 推导 都 不 严格 ， 不 能 雪 
作 严 格 的 证 明 。 但 这 种 推导 方法 比较 容易 接受 ， 记 以 被 国内 外 许多 # H EUA 
用 。 严 格 的 证 明 , 可 人 参考 非 赫 金森 尔 英 著 《 数学 分 析 原 理 了》( 中 译本 》 第 二 卷 
二 分 册 $409 及 410 或 其 他 数学 分 析 教 材 。 


EP -TE ET EE pe re rr ` ———— 一 一 ` ` 
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(二 ) 函数 的 傅 里 叶 积 分 展开 式 
”利用 盖 角 的 余弦 公式 ， 伟 里 叶 积分 公式 2.2.4) 可 变 为 与 
伟 里 叶 级 数 相对 应 的 形式 


f(t)= | ` CA( a )\cosaf + B (a )sinat3da 


(2.2.5) 
其 中 


4(a)=- 工 -| '” f Cu Jcosaudu up.) 
B Co)=— | f ( u )sinaudu 


从 以 上 两 式 可 以 看 出 它们 与 傅 里 时 级 数 展开 式 (2.2.1) 及 其 
系数 公式 (2.1.5) 的 相似 性 。 在 那里 ， 定 义 在 有 限 区 间 〈 一 i， 
1) 上 的 函数 按 简 谐 振动 展开 ， 那 些 简 谐振 动 的 频率 是 等 盖 的 离 
艇 值 。 在 这 里 ， 我 们 得 到 了 定义 在 无 限 区 间 (— co, +2) ER 
数 f (+t) 依 简 谐 振动 的 展开 式 ， 这 些 简 谐 振动 的 频率 wx 却 是 由 
0 连续 变化 到 十 ce。 

(2.2.5) 式 的 右 端 ， 往 往 被 称 作为 函数 f ( t ) 的 全 里 中 各 
分 展开 式 ， 或 函数 f(t ) 的 傅 里 叶 积 分 。 

# 上 是 函数 f(t ) 的 间断 点 ， 则 《2.2.5) 式 左 端 与 (2.2.4) 
式 左 端 一 致 ， 应 为 | 

f(t+0)+ f(1—0) 
2 
| 1, |: |<2, 
(J 1 ] pasoo] 展开 成 傅 里 叶 积 
0, |1]2>2, 


分 。 x 
$ 把 所 给 函数 代入 (2.2.6) 式 得 


_ 1 2 _ _2 Sin2a 
alcam [ - ; cosaudu 一 — 
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B (xc)= 二 | ,sinaudu= 0 
从 而 由 〈2.2.5) 式 得 
f(1)= | 4(a)eosatda 


2 +co cosatsin?a 
ma i—i mF a ssFrIaa. 十 
一 一 j. z da (i t2) 


当 1 二 + 2 时 ， 积 分 应 收敛 


=- 它 与 f C + 2 )= 0 不 同 。 


c 例 2 试 利用 广义 积分 公式 | ` TE dx 一 O 验证 例 
1 结论 的 正确 性 。 
解 容易 知道 
到 (a> 0) 
(ne dt= 0, (a=0) (2.2.7) 
-E <o 
EE, a= 0 时 ， 结 果 是 显然 的 。e 二 0 时 ， 令 ia 11 一 x, 则 
sinat = yosin] a | t = Tayi” 
d= Talds 


@ ”这 个 积分 公式 的 推 证 请 人 参 君 《 复 交 通 数 有 关 部 分 。 它 也 可 以 由 计算 二 重 座 


分 ”sinxdzdy 得 到 ， 其 中 积分 起 c 为 第 一 条 限 。 
tD 


+ oo sinx 


EER AABENRAA 子 ,而 先 对 y 积 分 得 | 了” 人 dx， 从 而 


+ oo sin x 
0 x 


dx = _ 


为 fGr2 0 Ca 2— 0) 


9 


j| sinai di= -2 +oogin% g = 2. 2 

ç £ Tal. x `” ja 2 
一 (a a > 0 ) | 
-— (a <0) 


现在 回 到 例 1 结论 中 的 积分 。 利 用 式 G.2.7) 得 


2 + °° cosatsin2a da= 1 J” sin( 2 十 十) da 
-他 ” - JT 0 Q 


pl TEETER 


—, (244>0) | 2- 1>0) 


0, (2+ 470) + 0, (2—1=0) 
> (2 二 <0) | 


L, Qtl=2) 


, dt> 2) 
KD (t+2) 


f(t+0)+f(t—0) | (r= = 2) 


这 样 ， 我 们 便 通 过 实际 计算 验证 了 例 1 结论 的 正确 性 ， 而 例 


É 


1 的 结论 却 是 由 伟 里 叶 积 分 定理 得 到 的 。 
[ 例 3 2 HERRBREXY 
e`” 1>0 
h(t)= =e”. uC 1)= | x CP>0) 
0 I! < 0 


其 中 w(t) A BA Br ER PS 3X (会 看 第 一 章 Š 1. (=), ARE 
续 里 叶 积 分 表达 式 。 a | | 
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Ñ Wh) 代入 (2.2.6) 式 得 


A(G -f ecosatdt x 
= 1 . ——(— Beosat + - sinar) | - 

% 5 = 0 
=l fr 
| © R +B* 

” 同 理 可 得 | 
a 
BCa )y=— | eprsinatdt = p 。 Q TB: 


从 而 由 (2.2. 5) 取得 x 
h (t )= — Ië TB: (Bosat +asinai)da 


B. E, E a E AC 02. 


I = 1 
2 9 


IBZ 860 SH Br st 
车 1 (+) ERES, WA 2.2.0 中 第 一 式 的 被 积 函数 是 
_ 偶 函数 ， 第 二 式 的 被 积 函数 是 奇 函 数 ， 于 是 推 知 。 


A(a)=—-| i f(u )cosou du | 


x B(a)=0 
所 以 〈2.2.5) 式 变 为 


f ( t)= | $7 ACa)eosatda 


即 | | | 
| FC D], arde J f Cu )eosasxdu 
I (=< t <+) ` (2.2.8) 
、 车 /C1) 是 奇 函数 ， 则 同样 可 得 
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7 o j= f i sinatda | | f (u )simasdu 
. (~< t <+e°) © a (2.2.9) 


(z) RNE B m+ JL 与 正弦 积分 展开 式 

车 函数 f (1 ) 只 是 确定 在 半 无 穷 区 BL (0，+co)、 上 (这 
种 函数 简称 为 单 侧 函 教 )， 我 们 可 以 把 它 延续 @ 到 区 间 ( 一 co, 0). 
上 ， 或 者 成 为 偶 函 数 ， 或 者 成 为 奇 函数 。 这 样 ， 对 于 区 间 (O. 
+o) 上 的 同一 个 函数 ji)， 便 得 到 了 两 个 传 里 叶 积分 展开 
R, RKA: 


f 2 | f Cu )cosaudu 
G>)  CG.2.10 


| " x +o C roo . | 
|= f? sinatda | ° f(u )sinaudu 


(1>0) | (2.2.11) 
它们 分 别称 为 函数 fC 1 ) 在 区 间 (0, +00) 上 的 傅 里 mas - 
积分 展开 式 及 传 里 叶 正 弦 积 分 展开 式 。 


以 上 讨论 ， 与 在 傅 里 时 积分 理论 中 将 定义 在 (0, 1) 上 的 
BS 386 nf UR R Ak 8 3, 又 可 以 展 成 正 弦 2 数 的 思路 是 相 
| La 


O xY S, WA FHR EH 
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$2.3 傅 里 时 变换 概念 


本 节 中 ， 我 们 先 给 出 伟 里 叶 变 换 的 定义 。 然 后 将 上 节 的 侍 里 
叶 碎 分 公式 变形 并 在 此 基础 上 失 导 出 信里 叶 变换 的 反光 公式 
(一 ) 全 里 时 变换 的 定义 
| 定义 ”对 定义 在 区 间 (一 co， +o) 上 的 实 自 变量 REY 
f (t), RA (a 为 实数 )， 然后 对 上 由 一 co 到 上 +co 积分 人 , 
若 此 广义 积分 收敛 ， 则 此 积分 确定 了 一 个 实 变数 ax 的 复 值 函数 
F(a), H l 


Paye [| ° f (Eede O (3.1) 


这 样 ， 式 (2.3.1) 中 的 积分 给 出 了 冰 数 f (1) 5 5 — 个 函数 
Fo) 的 对 应 规律 , 这 种 对 应 规律 叫 积 分 变换 。 这 里 的 积分 变换 ， 
称 作 依 里 叶 变 换 ， HWS I f 外 表示 。 印 


ru G=: Tree 


所 以 式 (2.3.1) 变 成 
x F(a )= (fer, | 
函数 让 (a) PARRAS) AELA 或 称 为 殉 数 (1) 
的 傅 里 叶 变 换 的 结果 ， 也 简称 为 1 ( 1 ) 的 傅 里 时 变换 。 反 之 ,我 
们 称 f (1) 为 F(&) 的 像 原 函数 或 伴 里 叶 道 变换 。 F ( a ) 的 道 
变换 用 记号 .9 (FCa) 表示， 所 以 由 《〈2.3.1) RE x 
REDERE {FC 0)) 
表示 像 函 数 下 ( a) 的 积分 式 (2.3.1)， 其 被 积 阔 数 f(t) 
'“ 是 实 自 变量 的 复 值 函 数 , 其 积分 是 一 SERAH F 
ARITA BRKARENANARAN, MAMA 
BIKRA e =cos0 + isind F fE W A- Ë 函数 f(t》 


@ 这 种 广义 积分 ， aan (Cauchy) 意义 下 的 主 值 ， 即 . 


全 «(Ct die lim J: x (idi 
-00 Nə +Í Ü] “N 
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veosaf 与 了 (+ )sinat 的 积分 的 线性 组 合 

| tje“dt 
=f F t )cosa (di — i | F i )sinatdt 


”我 们 约定 ， 和 橡 原 函 数 今后 均 用 小 写字 母 表示， 如 f( 1)、 
9 〈( 1 ) 等 等 。 它 们 所 对 应 的 像 函 数 ， 则 分 别 用 对 应 的 大 写 字 母 


ECa)、G(a) 表示 ， 即 有 


F(a)=#Z(f(t1),, G@G(ae)=.Z(JU(t)) 
f(1)=#”(F(a), ICES OIGA 
显然 ， 像 函数 F(a) PAF, SERS } 前 面 的 花 体 字母 
8 含义 全 然 不 同 ; 前 者 是 函数 记号 ， 后 者 是 傅 里 时 变换 的 专用 x 

记号 。 
[ 例 1) KARRAR uO” MER, 
解 ” 由 定义 | 


# (u tjet) = J ñi u ( tje. edi 
x x + oo ptioys _ 1 | . ` 
=], e= ja (BB>0) 
与 此 对 应 ， 便 有 | 
sata = (te | (P> 0) - 
1, ltl<e, ' 


[ 例 2 3 地 因数 9C1)=| o KREM Æ 
| | 0, |t]> c, 


换 ， 并 画 出 它们 的 图 形 。 
解 ” 由 定义 


kaa JE etde 
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= 2 | sana o 
asnar, a = 0 
2c, a = 0 | 
Rc = 3, 对 应 的 中 1) 及 D(a) 的 图 形 如 下 ， 
KO 
Ë 
图 2-5 f 
*[ 例 3】 求 1(1)=e "的 信里 叶 变 换 。 
人 解 , .= N 


_ Qa: + co + ta . oi  . 
=e í o edz | 
o 。 oo + | . (2.3.2) 
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其 中 令 atyre BARINMA (Z) 平面 上 与 实 
轴 平 行 的 直线 z =--> CANE RB DC， 当 中 -> 十 co 时 的 


极限 (图 2-6). n 
Bz“ (Z) EIER, DD MERR RIANNE 
E 4BCD4( 图 2-6) RAA 0, Bp | 


-k2 = -s2 - £ 2 
$ isena" dz J2° “2 二 [RB dz 
tJa 一》 e” dz 十 有 0 
| (2. 5. 3) 
| E (2.3.4) 
fa 2 oa/2 igite joy: 
[>e dz= 全 € d (R +iy) 
| =; = 其 2 (a /2 y2-2gRyi . 
ome J. e dy 


因为 
| j e dz 


2 .| Cra/2 
< ez f | "2" d y = eF? J. edy 


© 积分 公式 六 -sdx= ,元 的 证 明 可 参看 向 积分 学 二 至 积 分 部 分 。 证 
明 大 致 步 又 如下， 利用 | x E _ 
(f: esas) = Í S ersdx. J 1 S 9 ay | 
x o æ fen da x 


(D) 
AF D 为 全 平面 ， 将 二 导 积 分 化 到 极 盘 标 系 中 计算 可 得 。 
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Pp em | 
ja “dz—0 (2.3.5) 
同 理 有 | o 
[etaz 0 o C2. 3.6) 


在 式 (2.3. 3 中 ， 令 R 玉 二 eo, 并 把 上 面 计算 结果 式 (2 3.4)、 
式 (2.3.5)、 式 (2.3. 6) 代入 ， 可 得 


lim -| )=< | 


R ->+ 


Ei 


RAR (2.3.2), 得 
Fles ne 4 


K. E 
与 所 求 公式 袁 对 应 ， 便 有 
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rr 2 Si t > o 
BER. 本 书 末 附 有 一 W 一 | _ 
(二 ) 傅 里 叶 积 分 公式 的 复数 形式 、 
为 导出 很 里 时 变换 的 反 演 公式 一 -人 原 耳 数 记 () 用 像 š x 
S FO e) 直接 表示 的 公式 , 我 们 先 将 伟 里 叶 积分 公式 变形 。 
在 全 里 时 积分 公 去 | 
f ( = | `” da wa f Cu )eosa ( 1 — -u Jdu 
i 和 (2.2.4) 
x o | fu Jeosa( 1 — u Jdu 
EETA TLA 记 作 中 (a )。 根据 偶 函 数 在 对 称 区 间 上 的 积分 性 
Ma PCa) E (0, +e) ERRA, WEE (—, +o) 
上 积分 值 之 半 ， 于 是 (2.2.4) 式 变 成 了 全 对 称 的 形式 ， 
a sË da 人 f Cu Joosa( t — u du 
_ ; 四 (2.3.7) 
又 由 于 与 Ca》 相 对 应 的 积分 
| j > f(u u )sina t — u)du Saa 
matiman. BESEIEIKEHLAR 性 质 知 ， 在 
| (— e, + e°) 上 的 积分 为 0 ， 即 有 | . 


u. -去 三 da | f C 4 )sinal t. — 4 ya E | . | 
ERREKI, MF (2.3.7) 式 ， 再 由 网 拉 公 式 便 得 。 
| 了 Oa]: i d- f Cue tedu. I 


-08 


8 1)= p fize e'da J- f (uje du 


(2.3.87 


这 便 是 储 里 叶 积分 公式 的 RER. 


(=Z) 傅 里 叶 变 换 的 反 演 公式 x 
@. 3.8) 式 中 的 内 层 积 分 ， RESC 1) ET 


F(a)= -FT{f(1)}= | A Cu ea (2.3.9) 
MA (2.3.8) RER u 
I f(t)=- (TerpCa)da C2.3.10) 
这 便 是 用 像 函数 F( 4) 表示 或 计算 与 之 相对 应 的 像 原 函 数 f ( 1 ) 


”的 直接 公式 ， 简称 为 伟 里 叶 变 换 的 到 演 公 式 。 于 是 ， 传 里 叶 逆 变 
REE ` 


g` l 1 ` + oo e' . , 
s- F(a )) =- pac “Fla)da (2.3.1D) 


注意 到 传 里 时 积分 公式 (2， 3.8) 右 端 是 : f 1) 取 傅 里 叶 
变换 之 后 再 取 传 里 叶 送 变 换 ， 于 是 该 式 可 写成 x | 
x fID} (2.3.12) 
注意 到 (2.3.9) AKHA WE: F( <) 的 传 蜂 叶 赣 变 斤 (Bp 

F 1 )) 的 健 里 叶 变 换 ， 于 是 该 式 可 写成 ; x | 
F(ao)=F (9 (FON) — (2.3. 13) 
(2.3.12) 式 与 〈2.3.13) 下 部 表示 了 SA 28 的 作 
用 相抵 消 ， 这 本 是 意料 之 中 的 事 。 x E 
| 和 于 利用 了 传 里 时 积 分 定理 才 导 得 反 演 公式 (2.3.10), 所以、 
当 画 数 f ( t) 满足 傅 里 叶 积 分 定理 的 条 件 时 ， KAEH E 换 一 
定 存在 ， 并 有 反 演 公式 (严格 地 说 ， 在 间断 点 二 ， (2.3. 10) REO 


MEA EOE = 0D 


(m) 余弦 变换 与 正弦 变换 ， + 
REENER f +) CETT MELERO.. 


$ 
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二 co) 之 中 HRERS (一 ) 中 讨论 的 函 数 J(f) 那样 ,在 


”对 里 定义 域 是 〈 一 co， 十 ce) 


我 们 回 到 82.2 中 的 单 侧 函 数 的 传 里 叶 余 弦 积 分 展开 式 


(2.2.10) 及 正弦 积分 展开 式 (2.2.11)， 并 将 它们 依次 珍 示 为 


F.( a ) = 2 J u \cosaudu (a> 0) I (2.3.14) 
f WA oe C > 0 (2.3.14)’ 
| | F 0)= 2 | u j\sinaudy (e> 0 ) (2.3.15) 


f (t )= +J: >F ( a )sinatda (1>0) (2.3. 15)” 


其 中 函数 Fo(a) 及 F(a) SARAKASI) 的 傅 里 叶 
余弦 变换 及 伟 里 叶 正弦 变 j, 分别 由 (2.3.14)、(2.3.15) 式 


”确定 ; 于 是 与 它们 相应 的 (2.3.14)’ 及 (2.3.15)’ 式 ， 便 是 反 演 


公式 ， 分 别称 为 传 里 吐 余 弦 送 变换 及 传 里 叶 正 弦 赣 变换 。 
比较 像 函数 Fa)、Fe(a) ZK F; (o) 可 知 当 定 义 在 
(=œ, +2) 上 的 函数 f (1) 为 偶 函 数 时 ， 我 们 有 | 
x F(a)=Fa) > (2.3.16) 


“(用 偶 式 延 续 将 函数 Fc(u ) 延续 到 0 < 过 0， 因 为 此 时 (a) E 


u” 


偶 函 数 )。 而 当 f《 +) AAKA, RITA | 

F(a)=—iFs{a) (2.3.17) 

(用 坷 式 延续 将 函数 F(a) 延续 到 “< 0， 因为 此 时 Fo ) Æ 
奇 函数 )。 

CLS wa Ceo, 120), RE 的 余 


弦 变 换 及 正 纺 变 换 。 


第 l | 


P + oo bu ，， = 2b 
Fela) 2 | e cosaudu Ppa 


Fs(a)=2 d Ea bginoadu= meer. 
” ， AS ° ! W Bd 0 | Ë x ， pta? 0e, 


110 | x | x 
显而易见 ， 同 一 amam enamaaumawansna, | 

82.4 傅 里 叶 变换 的 性 质 — 
下 的 和 信者 外 设 所 及 到 的 全 里 叶 变 扫 存在 


(一 ) 线性 性 质 站 
”定理 RAC) 与 f(t) 为 任意 的 两 个 函数 ，a 、5 为 任 
意 常数 ， 则 加 

Flafi t) Hof 1) =ar 1)y+bZ40/,( 13 


(2.4.1) 
{of JHI) = | caf Cu) 


十 bf,( u )]e…“du 一 0 人 u ye“ du 


+b J Fal u \e "du 
=a F {fC 1) +b9 t Y 


推论 


了 | a= Das tt) 
k 


k 


Pn] 31, 着 变换 也 是 线性 变换 即 
Ca DA aro }- Jar Kia, 
x k o À 
(=) 对 称 性 
定理 车 f(t ) UB 32 E F ( < Y, 风 作 为 Wi 3 FO) 
”的 像 函 数 为 .2rj( 一 aa》 B 
SIFU) = 2rf(— a) _ @: 4.2) 


“证明 BEC) TOO, AERAR. (G8. 10) | 
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f C! j=} EC u )e“ du 


售 积 分 参数 1 = 一 a， 得 


U a. I 
fr ed gO 
证 完 。 | ` o- 


1, 11<1 


CEP TOR | 为 方便 计 , RIE $ 2.3 
| | 0,l11]2> 1, | 
例 2 的 结论 简 记 为 ， | | 
Pla )= zma 
在 这 里 ， 若 & = 0， 出 bo o MEAE E PCO. 
RARER 的 传 里 时 变换 。 — 
。 解 由 对 称 性 
sae) 
WR ATS x 
fa f(a)- =] E akı 
0 |%]> 1 
解 完 。 x o 
pee Um saq 人 ae 


一 一 


ea 2 has z: 
o _ 0 -lel>1 


特别 ，: #a=0, n mafe minig S RRER MHES 2.2 


112 i a x 


鲍 2 中 用 到 的 积分 公式 。 
(三 ) 相似 性 o 
定理 设 7(7(1))=F(a)， b40, W 
# (f (0) = GIF) (2.4.3 


证 明 由 定义 及 积分 变量 代 换 bt = x 可 得 
GD) = 全 f Dede 


CARGA “6 dx, 6>9| | 


| +f reo; "E dx, <| 


“5 例 2] 82.38138 aene +, WAS 


až 


_— ė 


其 中 入 > 0 。 在 利用 相 亿 性 公式 时 ， 令 4 VEe 
(m) HARRES . 
定理 设 f{f(1)})=F u M 


FE 人 -eaeF(a) (24A) 
征明 Wexapawata 1 一 4 一 可 得 
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FECE D= |`“ EC tede 
ver 
g =e J pi f (x jeda I 
tE. | x 
s) mamaku x E 
定理 设 F{f(1)) 一 (0)， 和 为 实 常数 则 


x SFIN) (2.4.5) 
证 明 ”由 定义 


Fifa”) -| rO ere i 
| = [TZ peperen 
=F0( e — A) 
证 完 。 | . i x x | x 
若 利用 恒等式 四 x . 


SinMt= — (et ei) 


” 司 得 


Ff (t JcosAt} = ; CF( a— NA)+FCa+ Oy] 


£ (f C t sini) =£ A) F(a +) 


2sinac 


工 例 3 H 82. 3 例 2 的 结论 {P(t)}= 一 上 一 及 上 述 


推论 ， 可 得 
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(Cena E+ ee) 

其 中 : 四 

PCr) M= | Ke. 
cos | 


BRC) Sp(t f Joost 的 图 形 如 图 2- KAJ (图 中 到 
C = Tx, À = 1), 


TOT x rovl a 


GO Senen 
定理 设 lim fC(t1)=0, BJ 


SAN D206) 
an. 由 分 部 积分 法 
x swan= [127 CED 


De |t tia | U ed 


Bilal 都 是 实数 ，le…4j=1，|FCt De 一 | fC 14)|。 由 假设 
条 件 知 ， 上 元 右 端 第 一 项 为 0， 只 剩 下 第 二 项 , 即 AFL CEI 
所 以 f 


E FICE ig (f(1)) 
利用 数学 归纳 法 ， 还 可 得 四 
推论 £ lim FP (=o, k=0, 1, 9 n — 1, WJ 


| FPCA 一 Go 六 F D (2.4.6)” ` 
Go . 像 务 数 的 导数 了 x 
”定理 设 F(f(1))=F(a ) 则 u 
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i E 
”证明 由 定义 | 

a)= De 


. u 和 + co ð o Jag 5 
=j aar teerde 


= | “Cin f(r)esd=-igüuf( t) 
证 完 。 
。 B#mM rC ) 的 候 里 时 变换 已 知 ， 上 述 公式 可 以 用 来 
出 函数 if/〔 + ) 的 传 里 叶 变 换 。 

利用 数学 归纳 法 ， 可 得 

推论 


Ce) DELG y CA 
ORMAI 由 82.3 例 1 的 结果 
Fieu (1))= Ti | 
REBRE TEAR x ü 
Feuch =C 1)" fer (Bra) Do 
O a uas 
o Ran 
ONV) 积分 的 像 函数 
定理 mim | ODd 满足 傅 里 时 积分 定理 的 条 
作出 I : | | O P o 
o EIRE RARASENA X-STARARIN, ANANN. + 


|  EERPRRAOAMN, eran ubust, kue Tae, W 


zl]. f Cu j- ro | 《2.4.8) 


TE Defe fayda 
| "TAER 绝对 条 积 ， BA lim 9(1)=0. 对 画 数 9(1) 利 | 
MER (六 )， 得 
DO) 
ioa )= f( Í t), 所 以 | 
(1))= 直 -F(a) 
证 完 。 | E u x 
GA) 郑 积 与 卷 积 定理 
定义 Wi TORETE T 的 
SM, BERRA) SAO) HERBA KAER l 
ERCA), B | 
ADR 全 ft) 
ARER ŠARE: _ 
az 
fi 1 ) fi( 4)= HO) E 


© 对 加 法 的 分 配 律 
FLD ROFL TAC PEELO EIOD 
 @ & ee 


fi( t1)* Hl t) * fst NIC t )# fa í DAO 


“下面 我 们 愉 证 明 交 换 委 而 把 其 他 性 质 的 证 明 留 作 习题. 利用 
MARERE- u=0, WA W | | 


RODA f Cl tu) 
= J. ft of od 


一 上 TPO C nya 
=f EACE) 


证 完 。 | i | 
| | 1 . !!|<1 
[ 例 5) BADA] | ; 
Ei o 1tl>1 
fA1)*/f. 1) 
fi#fa= | Pi- ujd 2 (R umu) 
= f Et fw dw | 
[la de=o | a<- 2) 


t+] | .. . ` 
J du= t+t2 (~2<1<0). 


).. dw=2—t (0<1<2) 


Je x (122) ` 


Ee TPE 试 证 明 当 iC), RO) WWE K Ë, f,Ct)=0 
GQMI1<0B, i=1.2) 时 ， 它们 的 卷 积 与 第 一 kb 4 中 的 定 
义 相同 。 | 

证 明 由 定义 及 所 给 条 件 有 


1i8, | | 
| fiC t) * f,( 1 )= |` u ),( E — dh 
| = | AGC yf t - u )du 
= SRODA = ayda 
+f; EARS x 
=], Ca ) C i — u)du+ 0 


=] Aude (r>o) 


证 完 。 当 1 < W, fC t) * f,( :)=0, 
” 卷 积 定理 两 个 函数 卷 积 的 像 函数 ， GEMAR mia 
KARR, Ep 
<(f(1)*/,(12y=£(/ (01): Ct) (2.4.9) 
证 明 作 积 分 变量 代 换 上 = 4 十 2， 并 交换 积分 次 序 ， 则 


FA RA = | CD fol t) 
一 Jj [| fl u Jfa l _ )du Jerat 
| =| J A u )f,( v Jet” dudu 
S OOE du | fv)e do 
x FD} Ff 1)} | 
关 似 证 明 可 得 以 下 定理 ， 


”频谱 卷 积 定理 丙 个 卫 数 条 积 的 像 数 ， 等 于 它们 各 自 你 轩 
数 (在 实用 上 称 为 频谱 函数 ) 党 积 的 1/2« fB, M 


gD : STEED EC a) 


> 
pe so 
— u 本 x r 
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Œ ESZA (Persevel] 恒等式 | 
”定理 BILIC = F(a), Figli) =G), HI 
JX Fla )GlTaJda=zx JEO 
| (2.4. 10) 


 ARRRRRNAKNESS. 
证 明 由 公式 (2.3.9) R (2.3.10), AXR R 次 积分 的 


y 
[iere a)G (a) da 
TC 
SZR ITa |a 
= j "erf p F( a )e' “t da, IOL. x 
-| anf 1) gid | 


= 27 JarO TE 


证 完 。 
推论 车 f(t )= g( t), 则 有 


[TTFC damn |` SCOP 4.11) 


“注释 BED ! 为 自 变量 的 画 数 族 中 ， — ) 与 g (0) 
的 内 积 为 ”. 


(omza fT YI zt e. U La, 


O BEBHIE NEES SIB K, B bL (2.4.10 ARMNI RA 
g(t), 我 们 在 此 区 保留 项 9 O EENKEER ES ， 是 为 了 使 等 号 左 、 
有 具有 对 称 的 形式 。 
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X SED e 为 日 区 量 的 函数 族 P, 定义 Fa) 560a). PE 
RA E o 


| CF, 6)= | ` FCEE baa I 
则 与 之 相对 应 的 函数 f( 1 ) 的 范 数 〈 可 理解 为 长 度 ) 上 | 定义 
2⁄0; p 万 - y2" f “I (DPdt， 而 西数 (a) 的 范 数 (也 


可 理解 为 长 度 ) IFIRST F)=/ J: Jroa 。 + 


是 (2.4.10) 式 便 是 “ 
CGI)) S(g(1))=(7/(1), 2 (12) 


”” 它 表 明 ， 傅 里 叶 变 换 保持 着 内 积 。(2.4.11) 式 开 方 后 可 写成 


UF FC D= Ct 2i; 
它 表 明 ， 人 情 里 叶 变换 保持 范 数 。 


[ 例 7] 在 $2.3 例 2 的 基础 Hf x 
解 ” 由 该 例 可 知 


| {q(t))= 2 Ba) 
其 中 i 
1 [ti<1 
oli x 
.0 E [> 1 


由 巴塞 弗 恒等式 的 推论 (2.4. 11) 式 得 


JE] ee f! ramas 
被 积 函数 是 个 函数 ， 所 以 有 

8 全 ”sm daman 
则 


人 sin ca . 


x 
da= -一 一 


` = 


: 题 是 ， (1) NA 3038 F. (a)=- 


121 


x $2. 5 应 用 # " 
(ND 解 积分 方程 - 

1— a, 0 <a<1 
J: uqi | 

0 ， 1<a 
解 回忆 (2.3. 14) 式 ， 可 以 看 出 ， EIB f (z) | 

k 3k 81835 Et Ip, 是 

` F.(a)= 2 J. f(x )cosoxdx ns 

| 204) 0<a<1. 


o l .0, | 1 CQ | | | 
- 解 原 积分 方程 的 问题 ， RER F, (e ) 的 道 变换 的 问题 。 由 人 2 x 
139 式 计 算得 


f(x) 


| 
二 °F. Ca )essoaxda 
1 


一 一 KAD 2 ( 1 — G a )eosaxda i 


| | Tx? 


+oo coax ， ; | 
下 o QT de= P: e” ° (x>0) 


sx= 08 ERBMRT annam: > 0 siz. 
证 法 一 É 六 二) 一 -二 -HE pr B RMR 证 的 等 价 全 


ce。 也 即 等 价 命 大 | 


- 是 : 求证 FF.(a)= -到 
后 这 一 点 、 


pe “的 剑 编 进 变 换 为 KOP 下 面 就 来 证 明 最 


122 À Eaa 
由 反 演 公式 《2,3.14)’ 右 端的 积分 ， 计 算得 
1 + oo EO t s 1. t+ oo bo 
| J. 2 J, e owada 


=l gr — a= +e 
2b + + š 


aso | 
KISS fO 

“证 法 二 我 们 将 单 侧 函 数 7 ( == “ 接 式 G. 2. 10) 
BRA R 4322 rak, 便 得 


r = 2. 2 | eo y, pn | x. . 
F M Sm x coscfaa f; 26 ° cosaudu | 
fa +O _ 1 oosatda 
证 完 。 x 
(M3 和解 积分 方程 


to y(a) ` 1 | 
J Te 2 SS 
w 方程 中 积分 为 未 知 函 数 》(% ) 与 函数 zz 的 卷 积 ， 


m y(x)w 二 于 二 。 对 方程 作 传 里 时 变换 , 即 滋 es 然后 对 x 从 
一 = 到 +o 作 积分 。 由 着 积 定理 可 得 


| FIs). a) eih 


resh; ls 
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; g + ) too g dx E 
o (ra =/ tpa ” 


to COSAX y T pan 

=2 |; mrad a a À 
计算 时 用 了 例 2 的 结果 。 同 样 ， 
st) o esn 
所 以 - | u x 

Y(e)=— e e / er" et E 
RUA, 得 到 、 | 
KOES He ° '. 
a (b — a) x 
b T 


1 
FaN 
a(b—a) 
 bx(x2—+ ( b — a) I 
上 面 用 到 了 与 公式 (2.5.1) 相对 应 的 道 变换 公式 


-c 1 
go e° == — — s —r 
í 7 x“ + c° | 


(HA 解 微分 积分 方程 
ay CO+oy t+ e | _yCi)di=h (1) 
t € (—eə, 十 co) | | 
其 中 a、6 、c 为 已 知 常数 ，h (1) 四 从 时时 分 定 再 的 已 
知 函数 。 | 
8 对 原 方程 两 边 取 传 里 叶 变 换 ， 利用 公式 (2. 4. 6) RU. 
4.8), 8 


a Giay (a arcana ef- 


Yo- ia) 
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JURY (a) ERAR CY KRAI, (a) BER R 数 - 
“h(t ) 的 像 。 MER, Ñ | 


S Y(a)= HC) _ 
| | b+i aa— — 
再 求 逆 便 可 得 解 
x YLi)=F {Y (e) 
解 完 。 


综合 以 上 例 3 、 例 4 求解 过 程 可 知 ， 用 传 里 叶 变 换 解 方程 的 - 
大 体 步 双 是 ，@ 先 对 原 方程 取 变 换 ， 使 之 变 为 未 知 函 数 的 像 函数 
的 代数 方程 ，@ 解 这 个 代数 方程 ， 求 出 未 知 函数 的 像 画 数 ，@ 再 
对 求 出 的 像 函 数 取 逆 ， 便 得 出 我 们 所 欲求 的 未 知 函 数 了 。 上 述 求 - 
解 过 程 与 第 一 章 所 述 利 用 拉 营 拉 斯 变换 解 方程 的 过 程 是 相似 的 。 
C 例 5] 求 两 端 无 界 的 自由 弦 振 动 方程 


du ou ` = i 

r 0 (orto 1>0) (2.5.2) 
满足 条 件 5 

uls, 0)= f(x) (—e<x<+e%) (3.5.3 | 

| (=< <+o) — — G.5.4) 

E TEF t)= lim — ua, t)=0 (2.5.5) 
的 解 ， 

说 明 


这 是 一 个 无 限 长 (一 <x 之 十 oo) 的 均匀 柔软 的 继 在 无 外 
力 情 况 下 ， 在 平衡 位 置 附近 作 自由 微小 振动 的 问题 。 已 知 条 件 玫 


明 ， 该 弦 初始 位 置 为 1 x )， 而 初始 速度 -57-| ，。 。 处 处 为 零 。 


+= 0 


O ATARRRDSE, RIMFHXESUTF: WA 2-8 选择 


SER, Mumu Cr, 1) 表示 纺 上 各 点 在 时 刻 MEATA 


w . 
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689 4138. aw rüm— PRR, Cë BEBE G, x+ 
Ax) CHKA ° 


As EOE dx " 
由于 假定 该 仅 在 平衡 位 置 附近 E W h 所 动 所 T 很 小 ， 
ysi manapas, am 


| a=] * J dx= As 
这 样 ， 可 以 认为 这 段 纺 在 振动 过 程 中 并 未 伸 长 因此 由 虎 克 定律 


知 ， 改 土 每 点 所 受 张力 在 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 即 张力 了 与 时 间 


f 无 关 ， 仅 与 点 * 位 置 有 关 ， 故 可 记 作 了 一 了 (xz )， 其 方向 总 是 
沼 着 络 的 切线 方向 。 | 
在 人 点 处 的 张力 的 矢量 表示 为 


T=— TX)(Ccosaitsina:)) ` | 


其 中 m 为 M 点 处 切线 的 价 角 ， 取 负 号 是 因为 T.H aag TH 


28, ° | l 


t (x, 1) 


| x: x+Ax 
(a) . O GRKE 
图 “2-8 | 


在 M' 点 处 张力 的 矢量 表示 为 。 
Z,= T'( x + Ax) (cosa, ¿+ Sina;: j) 
Jp o, 为 M” 点 处 切线 的 倾角 。 | x 
| 018 BE Ps 小 纺 段 的 重心 为 x, ETEEN 


aF 
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| x pA 

M aE BEREARI HEN, 且 当 Ax 很 小 我 们 可 以 把 其 重力 ~ PAX. 
gj 忽略 不 计时 ， 根 据 力 的 平衡 条 件 有 - 

| o TT IL T = 0 

平衡 条 件 的 分 量 形 趟 为 x 


— T (x)cosa,+ T ( x + Ax)cosa,= 0. i (25.6) ` 


— T ( x )sina,, + 7 ( x + Ax) sina,— PAv t) a 0 ` 
(2.5.7) 
因 我 们 假设 总 仅 在 平衡 位 置 附近 作 术 向 Em xAm) 微小 振 
动 ， 所 以 cosais 1, cosa, =: 1, 于 是 (2. 5. 6) 式 变 成 
 T(x+Am)= T (x) 
这 表明 张力 处 处 为 常数 ， 我 们 设 其 为 ,。 这 样 ，(2.5. DRAR 


T (sine, — sing) = pAx eu t) 


KH a | == 0 s G, == Ü 时 有 


sina tga, = 2# t) 5 x i ) 
l Sina, ~ tgo, = (X tAn t) 


RA (2. 5, 7) 式 ， ARRME HEERA Ee 
T, oux tBAn, 1 ) x= pas 2E t t) 


其 中 0<06<<1， a SELE LAN 上 趟 除 以 Ax 后 令 Ax -= 0 ,着 


设 二 阶 偏 导数 连续 ， 便 得 
=a, ER (2.5.2) Re 

解 ” 先 把 t 当 作 参 数 。 在 方程 (2.5. 2) 及 初始 条 件 (3.5 3), 
(2.5.4) 的 等 号 两边 都 采 以 汪 ”， 然后 对 % 从 一 oo 到 十 < 积 分 ， 


& 


3 
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也 就 是 对 变量 PARTER. i x 
I Fux, := u(x, t)e "dx= Ula, ; ) 
_ 则 若 多 许 积分 号 下 求 导 数 ， 有 
ù 64 +o Bd jr, a [te Ju) 
s[e ie dea [2 ve d3 
=- S {u(i} UC 1) 
同样 ` 
[se] Ue, 4). 
再 由 上 节 性 质 〈 六 ) 中 公式 〈2.4.6)/ 及 条 件 (2.5.5) RE | 
Ou x x 
{2 


Nit, MARRIR 


l= (aiU Ca, t)=-eU Ça, t) 


= Ua 
Ula, 0 )= F(a) 
UCa, t eo = 


这 实际 上 是 一 个 党 微分 方程 求 特 解 的 问题 ， 只 要 斩 时 把 < 看 作 党 


d U =— caU, ' | UJ. = Fa) 


d Ula = 


A Ula, t)= Fla )oosaai O (2.5.8) 
再 由 反 演 公式 (2.3.1D 并 注意 FP( 0) BIC) 的 像 函数 ， 得 
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(xs i)a KODE i F (e )eosaate' "da 
= 去 Ca wees veda 
tar Uca 

= fG+a)+ -y f (aai) 
-这 就 是 所 求 的 解 。 x 
也 可 以 直接 利用 性 质 (m) 求解 ， 为 此 ， 把 性 质 (m) 改 
E | 
(ens F(a = fC 
二 是 由 《2.5.8)， 得 
| u (x, 1) = = I-i F (a )eosaut) 
=— F ew Fla)} 
+ G F(a) . 
-1o +at) +- Fea) 


傅 里 叶 变 换 的 应 用 ， 大 致 有 两 方面 一 是 作为 数学 工具 用 来 
-解决 某 些 计算 问题 ， 如 解数 理 方程 的 傅 里 叶 方法 ， 一 是 某 些 物 理 
概念、 物理 规律 要 用 传 里 时 变换 的 有 关 概 念 、 有 关公 式 来 描 述 。 
“在 其 它 课程 中 ， 才 有 可 能 就 应 用 问题 充分 展开 讨论 ， 这 里 只 能 举 
些 单 纯 的 数学 例子 。 


. 82.6 Wanashka as 
(—) ne 8 mom ` 
”上 节 例 5 ， 是 数理 方程 中 的 一 维 问题 。 若 要 用 传 里 时 变换 去 
” 解 多 维 问题 ， 首 先 必须 将 传 里 叶 变换 的 概念 推广 到 多 元 函数 去 。 
Eo -下 元 函数 f (xb xo…xo) 的 傅 里 叶 变 换 定义 如 下 | 


x | 12 
FQ ao a, An) =F (f (Eis Sa Xe》 


J DAI :| 一 f xe ss Ë n) 
w. | 
dd 
傅 里 叶 道 变换 公式 为 x _ 
| ff (%1, Xe pm | 
nese 
x ECslzlta2z2t+anzp) do: da, da, | 
DE, CNRERS-TRBKEETERRM, MN 


了 ax” fx Xog t'y Xa) b= iT ( f (xp x °° Xo) 


(m = 1，2，3,…) 等 等 这 里 ， 不 再 作 深入 讨论 。 有 兴趣 的 庶 


省 请 参考 数学 物理 方程 专著 。 
(=) KAAF ” 傅 里 叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 ， 
”我 们 来 计算 单位 阶 跃 画 数 u( + ) HEREN. RELA 


+ o° ` -; l + oo .J | 
Fat))=| u (1 efezdt 一 全 einrd 
1 eles 


ES = 
* 


1 


+ = + co 


f = 0 
其 中 lim 6 “不 存在 ， 所 以 元 (5 (4) 不 存在 。 


我 们 在 $ 2.3( 三 ) HEINE, MEERTEN RREI 
里 叶 积 分 定理 的 条 件 ， 条 件 之 一 是 像 原 函数 绝对 可 积 。 这 个 条 件 
过 于 苛刻 ， 连 诸如 xz ( 1 )、u( 1 ) 1 这 样 简单 的 函数 都 不 能 满足 ， 
从 而 导致 它们 的 仿 里 叶 变换 不 存在 。 

定义 RELE (~, +00) FE SCI) # t< 

0 时 恒 有 f(t)=0。 车 f(t) BREMER REE BE. 
f 《+ )e9 (其 由 常数 > 0 ) 的 傅 里 叶 变换 是 存在 的 〈 设 为 
Fe(a ))， 则 定义 后 者 当 8 0* 时 的 极限 为 了 (+ ) 的 傅 里 时 变 


730 | | x x , 
换 ， 其 记号 仍 沿用 了 《7 人 让。 E 
E FOY =, lim Fie)= lim Ce (2.6.1) 
其 中 | | 
F. bruon temes 
| (2.6.2) ` 
[ 例 1] 求 单位 阶 卫 函数 #4( E) 的 傅 里 时 变换 
解 由 8$2.3 例 1 (或 由 直接 计算 ) 知 
Fa(a)=.9T2(C1 = ea | | (2.6.3) 
再 由 定义 (2.6.1) 式 得 x i | 


FUD Him pHa 二 


【< 例 2 REN w(t ) t 的 健 里 叶 变 换 。 : aa 

E ”由 推算 知 ， 它 的 直接 傅 里 叶 变换 不 存 在。 像 上 例 一 样 
我 们 按 定义 式 (2.6.1) 去 求 传 里 时 变换 。 

由 像 函 数 的 导数 公式 (2.4. 7) 及 (2.6.3) 式 知 


feo)= Fui d AEE 1 sa) 


B+ia 
1 
CB +a)? 
再 由 〈2.6.1) 式 得 o 
| _ 4 1 _ 1 
Su hnm (Bir es 


由 上 两 例 可 看 出 ， 对 直接 传 里 叶 变换 不 存在 的 KASO). 
只 得 通过 乘 以 收 生 因 子 e 的 办 法 ， 使 《2.6:;2) 式 中 的 广义 积分 
收敛, 从 而 解决 了 传 里 时 变换 的 存在 问题 ;但 这 只 是 了 (+ )e- 的 
而 不 是 ff ) 的 传 里 叶 变换 要 再 由 B 0 A EE PIE, x 
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样 便 建 立 起 了 新 的 伟 里 叶 变换 概念 ,这 种 概念 扩充 的 第 一 步 , 实际 
上 就 是 改变 积分 核 的 办 法 一 一 由 e… 变 为 erpre- “一 er) 车 引 
入 复 参 数 B 十 ia= p， 则 新 积分 核 便 是 e”。 假 车 我 们 仅 停留 在 
此 第 一 步 上 ， 不 再 令 B ->0*， 情 况 会 怎样 昵 ? 
对 单 侧 函 数 f(t ) 来 说 ， 由 (2.6.2) 式 ， 便 有 


O Pos Tera BaD 
这样， 便 引出 了 实 自 变量 函数 / ( 1 ) 与 复 变 量 p 的 函数 
Jroen 《这 里 我 们 暂 记 作 (Pp)) 


Ü | 
(2.6.4) 


之 间 的 对 应 关系 。 积分 式 (2. 6. 4) 便 是 我 们 在 上 一 章 讨论 的 拉 

普 拉 斯 变换 。 由 于 衰减 因子 的 存在 ， 自 然 能 够 使 得 许多 傅 里 叶 变 

换 不 存在 的 函数 却 能 有 拉 普 拉 斯 变换 存在 ， 从 而 扩大 了 应 用 。 
x 由 上 可 见 ， 拉 普 拉 斯 变换 在 实质 上 是 一 种 单 全 的 广 MON HDE ` 

SER (2.6. D 中 令 p =i. (BD p = 0), 则 得 单 侧 函 数 
f (+ ) 的 传 里 叶 变换 。 所 以 ， 对 单 侧 函 数 来 说 ， 若 它 的 拉 普 拉 
斯 变换 是 DC) MERREM E R R E OOU E FE 
的 话 )。 i 

* 92.7 拉 普 拉 斯 变换 的 反 演 公式 

回忆 第 一 章 ， 我 们 曾 给 出 了 拉 普 拉 斯 道 变换 的 概念 ， 但 并 没 
有 导出 它 的 一 般 表示 式 。 在 本 节 ， 我 们 将 利用 优 里 叶 积 分 定 理 ， 
导出 拉 普 拉 斯 逆 变 换 的 分 析 表 达 式 一 复 反 演 公式 ， 以 及 由 复 反 
演 公式 导出 的 利用 入 数 直接 计算 逆 变 换 的 方法 。 学 习 本 节 要 有 复 
_ 函数 积分 的 基础 。 

作为 有 用 的 预备 知识 ， 我 们 先 列 出 有 关公 式 。 
o 《一 ) 预备 知识 
| w. ARRS Qz ) 在 n maa z= 上 区 计算 人 
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res f C2)2 lim qiy ZE ay f(a) 
... za (n— 1) dz | 


- (2.7.1) 
Hnc, 即 a 是 一 阶 极点 时 _ 
| Tes f (2 )= lim C= of ) (2.7.2) 


留 数 定理 ”车 函数 f(z ) 在 区 域 P HD as as es 
am 外 处 处 解析 ， 并 在 的 边界 C 上 也 解析 , 则 . 


Bo fCa)dam2am Drosflo) (2.7.3) 


R=1 ` 


约 当 引 更 设 函数 FO ) 在 如 图 2-9 Lla: 18 


为 半径 的 优 加 FFD D ALNE 


FOP NA 
其 中 有、 为 正常 数 ， 则 


lim |rerFlp)dp=0 “(2.7.4) 


P — + oo 


这 是 约 当 引 通 的 一 种 形式 ， 其 证 明 附 在 本 世 最 司 。 
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淇 中 + > 0， 图 中 Y 为 定数 。 

(一 ) 复 反 演 公式 

定理 EKAS + ) 满 足 拉 普 拉 斯 变换 存在 定理 (W — W 
”$1.1 定 理 1-1) 的 三 个 条 件 ;1. 当 1<<0 时 f(t1)=0;2. f( t) 

在 任意 有 限 区 间 [ 0 ,TJ 满足 狄 义 赫 里 条 件 ，3. f(t ) 是 指数 阶 

Ë, 即 存 在 着 常数 M 及 so 使 | x | 
| |f(# JI 入 Me 
| 3F021/01)= FC) 则 在 函数 f(t ) 的 连续 所 上 有 
1 (1)= x= rie, 


BPB WE St p PELNA Rep = y 自 下 而 上 取 的 ， 且 
Y >s, (图 2-10). 


”F(p)dp (2.7.5) 


图 2-10 . 


TA 由 于 f(t ) 满 足 条 件 1 与 2， 从 而 知 函 数 
Y(1)= ef (+) 


在 任意 的 区 间 (— 1, 1) 上 满足 狄 义 赫 里 条 件 。 又 由 条 作 3 及 
Yso 得 


x j ` [9 Ct )|di= | | F 1 )|e`wdi= | 1 (4 )le"dt 


134. 


fea + oo CM 
t=0` Y=s, 


<u {ema =M ere 
| 0 S,— Y 


Ü 


这 表明 9( +) 在 《一 co， 十 oo) 上 同时 也 是 绝对 可 积 的 ，P( 1》 
满足 了 传 里 叶 积分 定理 (本章 8 2.27 所 有 条 件 ， Baam 的 复 


数 形式 (2.3.8) 式 ， 对 P(t) 便 有 
ef (1)= J ed J. += ne / f 4 yi 
_ l + oo etini gina 
EOD inira J _. sji KOX x 
= 去 -| eof :ee f (u )du 


& Y+iy= b, WA idy=dp HXI 的 积分 限 上 co， ERAD 
的 积分 限 Y tio, PE 


f (1 ) = T ra e”dp [renia 


Y — teo 
=. e” RP) 


2ni Y -ico 


证 完 。 


计算 的 形式 。 
(=) 用 留 数 求 像 原 函 数 “ 


”定理 TTT F (p ) 满 足 前 述 约 当 引 理 的 条 件 ， 且 它 的 极 
点 至 多 只 有 有 限 个 ， 都 在 直线 Rep= Y 的 左边 ， 此 外 再 没有 其 他 


奇 点 。 再 假设 正 ( 户 ) 的 像 原 函数 ( 设 为 fj (+ )) 满 足 复 反 演 公式 定 
理 的 条 件 ， 则 FCp) 的 像 原 函 数 等 于 的 函数 er”F(p) 的 留 数 
之 和 ， 即 有 . 
f DAFF) = D pes EDD. (2.7.6) 

OTA OPAS Q pen Ë 


AERA, T TEREA (2.7.5) 式 化 为 下 列 便于 实际 


t — 
ir 
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其 中 p(Rh=1, 2, m) RECO) 的 所 有 极点 ， 从 而 也 是 
e” F (p ) 的 所 有 极点 。 o 
证 明 BAI PAER AB: p — Y +iy(— T<y <) 
S DL R 545 06 BL U PCBLR ES IEE IEE C, RIA 


图 2-11 


| 1 pr _. _ 1 Y + íT bt | ,~ | 


+: Lf. e” F(p)dp | 
54 P E 05302, 使 得 闭路 C 围 住所 有 极点 时 ， m mnam A 
(2.7.3)) 知 EREMURA x " 

o > res Corp Cp) u 

x | LO， | 

8 $Ë 5 p36 3, 再 令 R -十 ce， 等 号 右 端 第 一 个 积分 的 极限 是 
AERAR (21715), BB (I )=z#"(F(b)b 又 册 约 当 引 理 
可 知 ， 等 号 右 端 第 二 个 积分 的 极限 为 0, 所 以 定理 得 证 。 
还 可 证 明 ， 对 无 限 多 个 极点 ， 这 个 公式 在 一 定 条 件 下 也 
成 立 。 


S T _ 
D 已 知 PC) 一 [FT -sa È 
ZF(P)). | 


pr— 4 


x Ce” F(p )= li e? TEDO)" = 一 -二 6- 
peci ( ) m” (bpb—3)bp-—-2) 6 
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pa? Co" PP)) TD ze 


2 


res Ce” F (b))= lim ep 
由 公式 (2.7.6)， 则 得 o 
PHR N=- ery ent o 
这 结果 与 3 1 1 例 5 中 求 得 的 相同 。 E 
(B 已 知 Feary 求 2 HPO, 
MO ”计算 留 数 


ps | 
tes [e”F(Pb))= lim K 人 Pr )= t — 1 


res Ce” F(p ))=, lim P=. 
| p, pP 
' 由 公式 (2.7.6), 04 x 
@(F(p))=e”+ 1—1 | 
[ 例 3) 质点 m 作 直线 振动 ， 恢复 力 与 位 移 成 比例 ， 为 了 方 
和 便 ， 设 比例 常数 为 mo 。 在 时 刻 人 =ht (k=0, 1, 2, 


时 ， 访 质点 受到 大 个 为 。 的 冲力 作用 。 设 初 位 移 与 初速 都 为 0, 并 
设 + 不 是 < 的 台 俯 数 ， 车 不 计 阻尼 ， 求 该 质点 的 运动 方程 x = 
x(t). 

OR 由 牛顿 第 二 定律 建立 方程 


mx” + mo x= a 5 òC tkt), x ( 0 )= x(0)= 0 


k = O 
Hh òC: ) 是 年 位 脉冲 函数 。 对 方程 血 庙 取 拉 普 拉 斯 变换 
. mp Xp) tm XP) e > erp 8 


p=0 =e 


+ ` 
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解 出 XCP》 | 
oran G 1 
CT 
因 不 是 r 的 整 依 数 ， BAXO ) 的 极点 =0, p= tio, 


anni 


p= —— Ani Qp n = + l, +2, +) 都 是 一 阶 的 。 我 们 利用 公 
sk (2.7. 2) 及 多 比 培 法 则 来 计算 留 数 。 


res (e*' X( p))= lim pe” X(p)= 
P= 0 p>0 | 


es Ce XCPN+, res, Ce Xp) 


= lim (P iv)erX(p)+ pim (P tioje” XCD) 


P -1% 


a [ | elə | g7” ] f . `Ë 


omoi | 1 >e 1 一 er J 
to æ] 
S ge” e 2 g” e — f > 
2moi i m | 
e 2 — e 2 e 2 _ e 2 


a e 
= to . TO 
` e e 2 
T 
cos WI Í# 十 一 一 一 
a t- ) 
Om TO 
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res [er X CP )) P res [ee XÇ P )) f 


PË = p, ~ Pr 


— px 


_P — b. — 
le 1 


-pi , p+p. | a 

十 Prf, 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 
| E | Jim. p, 1 — g`"? | m (pł +o*) 
tm 


+ „= T ' - | i . 
其 中 zp, = kri, eime m 1, epe me * +e f 


= 20s 1 = 2cos k ot, 了 是 


£ x= N a | 
rS, xon, res Cle” X( P )) = mY (pl to) 


P = -Pr 


| 9t L 
° i= 一 | 
2cos k E mo? E COS k — ot 


` | (hk=1, 2, 3, e) 
-以 上 结果 相 加 ， 便 得 
X(1)=<2Z`'(X( b) 


| a 1 °  . x. 
mot Ç x 一 ua oTt COS (O 7 
2sm 
| + co 27 T, , © | 
x + > r2— hir? cos k t CD 


(m) RERKHBA ADES EANAR o | 
“本 段 讨论 像 函数 为 有 理 分 式 时 ， 它 的 极点 分 布 与 它 AATE: 
数 之 间 的 关系 。 | | 


ERREF) 一 和 加 -为 有 理 既 约 真 分 式 《 分 母 BCD) 


@ 本 十 也 能 用 第 一 党 $1.2 中 倘 SJ RES E, 
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MARRAFIR), 设 分 母 的 单 根 为 Pio Phi es ERRA zi 
“9 重 根 的 阶 数 分 别 为 Ni N,, °°. (N ,> 2 ), 则 由 全 式 
(2.7.0) 及 农贸 数 公式 可 和 x 


| -l ALP) A CAN Pas dk- 
7 I B(P) [= + Dm — APE j 
. [Cp z A) > p! (27 


上 而 第 一 个 和 式 是 利用 2.7.2) 式 简 化 而 来 的 ， 因 为 ， 用 罗 ki E 
塔 法 则 ， 有 


pr k ” 
res | ae) e! J- aa [C= popacp | 


ACP Je” +(Pp —pOCAC PD J)e), 
. 1 P!” p) i 


B (bo 
而 式 (2.7.7) 中 的 第 二 个 和 式 ， 是 由 (2. 7.1) 式 直 接 得 来 的 。 
O 今 将 有 用 的 若干 特殊 情况 分 述 如 下 
“假若 分 母 BC2 ) 的 根 都 是 单 根 ， 则 


ACP) Albi) pe 
g` = BCP) t=. n B Ze. e o (2.7.8) 


E AC). 30) BAZAR B, RP= sqio(o s 0) 是 
且 它 的 对 应 项 是 


AG) „n | AG ml 
o BG)? =i POT | o 
Br LX— REER s tio ZE (2.7.8) R 中 对 应 项 之 和 为 
ACP) p AD) 。 ACP) ¿m 
B PYS TR OR sarf ET e” 


 J4 | | . 
于 是 (2;7.8) 式 变 成 实数 形式 
Jol ACÈ) ACP) . 
2? IOLE A x . 
+2 Rej PES e? j x (2.7.9) 
其 中 第 一 个 和 式 是 对 BCP) 的 所 有 实 根 取 的 ， 第 二 个 和 式 是 对 
”了 如 (2) 的 所 有 虚 根 取 的 〈 每 一 对 共 罗 虚 根 只 取 其 中 之 一 )。 ” 
BMF) =E IS fe f (+ ) 对 应 着 质点 作 直 线 
运动 的 运动 规律 的 话 ， 那 么 我 们 可 对 (2.7.9) 式 作 些 物理 解释 ,在 
B(p ) 的 所 有 根 中 车 有 一 个 实 部 为 正 ， 则 运动 的 振幅 将 随时 间 无 
RERIK, # B (b ) 的 某 个 根 的 实 部 为 负 , 则 这 个 根 在 (2.7.9) 
式 当 中 的 对 应 项 将 随时 间 1 无 限 衰 减 。 # B ( p ) 的 所 有 根 的 实 部 
都 不 为 正 ， x 我 们 设 其 中 纯 虚 根 为 加 一 1Oh 则 该 运 动 的 稳定 状 碍 
便 是 / 
f( ')=2ReÍ212 A (coso rt- i sinoat) (2.7.10) 


其 中 和 式 是 对 所 有 纯 虚 根 ia WA (GARIA 取 其 中 之 
—), TBO) 的 实 部 为 负 的 根 的 对 应 项 都 衰减 掉 了 ， 这 时 ， 运 
动 的 稳 态 显然 是 简 谐 运动 的 全 加 。 | 


wamatmuna, MARERA PJ WRAAE 
动 规律 7 + ) 的 密切 关系 。 


£ * k k k k k 
[附录 ] 约 当 引 理 的 证 明 
约 当 引 理 要 本数 (2 在 如 国 ?2-12 的 以 充分 大 的 任意 为 


半径 的 优 图 弧 本 一 各 D [uran 
ECD i< 
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其 中 MM、& 为 正常 数 ， 则 


Rim, p E” FCp )dp= 0 . (2.7.4) 

其 中 1 之 0， 图 中 Y 为 定数 。 
证 明 设 Ü, H 如 图 。 在 下 上 ， b -Ren(ei< Ü <2x 一 by | 

dp=iRe"d9, |en|= e=, |dp|= Rd, efe T k, 


| le” F( b Jd per P R a= — -A l eraeoaad8 


从 而 | 
r x M [f 2= -0 rReosd f 

x |. Arap |< Ja, W. 

考虑 到 在 Oby 平面 上 (图 2-13)， 上 曲线 ? 一 cos 0 以 直线 0 = z 22 


对 称 轴 ，e ”在 《0 21—80.) 上 的 积分 为 在 o» r) 上 积分 
的 两 倍 ， 所 以 


y = cos0 


142 


| j. e” FO b )dp < -per M f ergeouecy8 
-Fe f 2 e Redo + f ea ) (2. 7. 11) 
o AS Q | | | 2 


| 2 e'Reo dg < j: 2 emmodg= | 2 e''dg | 
bo | | | | 0o | . 

== Yi Tn =g" a qi Y ' | 
e ( z 0, ) eart sin R | (2.7.12) 


而 当 -一 和 8 < “时 ， 由 图 2-13 知 
o | cos < 1 -一 -8 | 

j: Reos "ef. ZË G- 1 Ea 
-afet ° da= =;pr 0- e" "< (2.1.13) 
a aun Aw ramana asan w, N 

f. C” FCP )ep < e Rarcsin— 万 -K + EE -| 


注意 到 及 一 十 co 时 ，are NESE R — DL SUS NES 0, 
这 样 便 证 明了 (2.7.4) 式 。 


习 , 题 二 


1. FC REN COREEA, 试 证 用 ， (aj 与 1 (1) 的 


SAHAR. 
x fu( 4) 都 是 实 变 昌 LELE? RES 
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Ñ (m) = fi er ( 1 Jcosat + fal t )sinat)dt 
X (G) = - f ES Ch Ca ysisat = fa Ct ycosatydt 
| nes j z (a )cosat — X ( G) sinat3da 
e | fx t) “CR arsinat + X Caycosat3da 
3 R(Ə(a). X(a 89 F (a 003 9938, B 
F(a)= R (a) +iXCa) 
3. 试 证 明 | i 
(1) DNARS O RRARREKEA HR 它 的 BF (a 
WE- | 
F (= a) =F (ay u | 
. (2) RRAK f (O ARAI a ERS EER EE E i R 半数 F (a) 
“满足 
| l  FO(=uy=- F(a) 
4. 商定 义 求 下 列 函 数 的 传 里 叶 变 换 
《1) eA, > 0 (4) u(t -— +) 
(2) wu (t)sinbt (5) u (0P 
(3) u (tŁ)cosbt 
其 中 (2)(3)(4)(5) 题 参看 3 2. 6 之 (二 )。 
5. Ë N | 
Í 1 -4 rl<1 


f(t)= | 
| | ]t112> 1 o, 


> | 《1 ) 求 (zx) 的 傅 里 叶 变 换 O 
; 《2) 利用 (1 ) 的 结果 及 反 演 公式 计算 


` f; xcosx — sin x eX 

1 0 x O 2 

| 6. BK l | | 

) n 1 ` 0<x<1 ` 

< E T 

四 x O xi x 

`` 试 求 ， (1) f (x) 的 傅 里 时 正弦 变换 8 (2》 了 (>) 的 傅 里 时 余弦 变 

K. 并 分 别 画 出 五 数 /(x ) 与 它 的 变换 的 图 形 、 E 
j 
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7. 已 知 f (x) ===(x>0 
(1) RARI ORBENE TR; 
(2) 用 上 面 结 果 证 明 


+ oo X sinmx x e-m, | 
J Ua arm >o 


8. SORKAR, LEFFA) =F), wife = 
9 (t), REAA f (x) 的 像 函数 己 (%.》 己 像 原 函 数 中 (+ ) (此 时 又 以 
(Ca) 为 像 函 数 ) 之 间 有 关系 


F(a)=2m (a) 


1 /2e, |+ |< e x 
9. (1) RAZ f (t) = -| 的 傅 里 叶 变 换 ; 
| 0, |t |> 8 - ` 


(2) 求 这 变换 当 。-> + 0 时 的 极限 x 

QE: 4 e+ 0 时, f (+) 的 极限 被 定义 作 单位 脉冲 函 数 (1), WE 
(2) 的 结果 被 当 作 O 的 傅 里 时 变换 ， 即 9{8 (f)}= 1. XFO)». 
详 见 第 一 章 中 8 1.6。 

10. H MEER GDE GD. 求 下 列 函 数 的 傅 里 叶 变 换 ， 

(1) w (t)sinbt 

(2) u (t )cosbt 

(3) u(t), n= 2,3, 


(ER EMA 8 2. 6 中 证 明 的 结果 gfu (+)} = ——) 
ll. 证 明 卷 积 满足 结合 律 与 对 加 法 的 分 配 律 。 


1, It |<1 o 
12. a hn- 去 验证 卷 积 定理 。 
, i+ti>>1 ; 
13. WERNETE NERENS ARERR ENSA IRAN e | 
[+> F.C a )G,( a )da = 2n J: f(rygerydt ` y 
f L F2CayGaca yaa 2 fire a N 


14. FB EP pita5stE $ 2.3 例 4， 第 《 题 (1) 及 第 6 B fh 8, 
分 别 证 明 广义 积分 公式 [利用 第 4 题 (1 ) 的 结果 时 ， 注意 (2.3.16) F (%- 
人 = Fla). ' | | Ka 


(1) f: ET a C 


0 JU = pra "o 

È , wo 

< J al) 4 

| | + oo 1 -cosx 天 
wo fE e 


4 
(4) fioa ; 


0 x“ 
5) “rd 
0 xt+t1)* 32 
”15。 解 积分 方程 x 


f: y (x)sinixdx= f (1) 
卉 将 求 出 的 解 代 回 方程 以 验证 其 正确 性 。 其 中 了 (+ ) 分 别 是 
I 1 0O<:<1 .| 
(1) pron 1<ł<2 
t>2 
一 cos 1 Kia 


(2) f (t)= 


m o 
E 
ka 0 < f <= 
x 3) f (t= | 
ton ` 
nanawan S OHEA RRE €e, 
muwu 


Ju | du I u 
gt =a? gx? | GC ee < x — r °°, t> 0) 
u(x, 0)= f(x) 


17. 解 无 界 弦 振动 的 定 解 问题 . 


= aš Ou 
oft® OX 
cux, 0)= P(x) C 


r ĝu | , 
(ar 


(-co<x<+oco >00) 


tm0™ $ (2) 


dds 


t). BI 
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其 中 ， 初始 位 移 P (zx) 与 初始 速度 $ (x ) 均 为 已 知 。 


18. PI BIE BUER SEN ASER SEREAS EAS 0 RE R 
(10) 一 人 14) 。 | 


补充 选 作 题 
1. REM a 
1 —I “| |x|]<1 
TORN 
| 0 


x |x|>1 
的 傅 里 叶 变 换 。 并 计算 x 


= {+f sint y? | 
[Poe 
之 值 。 o | 
2、 设 三 角 脉冲 函数 
i O lr]> 8 
f (t) = ' | 
(i pico 


(B 为 正常 数 ) R (tB 3ER F (a), 


š 求 函数 .. 
0 0<x<qg 
ep a <x < 5 
“0 x > b 
的 人 铺 里 叶 正 弦 变 换 。 
4， 已 知 


| (1 0<x<b 
f (x=) = 一 x = Ó 
| 0 x > b 
(1 》 求 函数 六 tx ) 的 傅 里 叶 余 弦 变 换 。 
(2) MELEZ REH 


+ OQ a < 
Ó a 2 


5. 已 知 了 (+) 的 传 黑 叶 变 换 为 
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$ |a |< 5 
F (a )= 
| 0 |“ |> 5 
WRF) 
8. 试 将 函数 
=> (1 xl<i 
re] 
四 “0 x> 1 
# RIN HR3Y i 


7. 家 下 列 儿 分 方程 通 解 的 统一 才 达 形式 
| y —- y= f (x) 
其 中 


x 1 |x]< 1 ` 
res] | 
| 0 |x]>1 


附 = 


队 表 一 拉 普 拉 斯 变换 法 则 公民 


REKK 像 = -a 
.1 f: + ioo PF 1 F 三” 本 
f (t )=- Y ~ ioc" (Pdp (b)= 0 fietje 
'| ct rbfo t) |  cFiepy+bF,( b) 
2 fet) | | pF(p)- 1(0) 
3 f”(t > Eas | x ptFCP) = PFO) f'e0) 
| = 太一 
4 f m (+) | . | PLG A T0 
L. F(p) 
5 S ferdi | x 7 
了 f: f Chd) dr | 
f F Cb) 
p* 
Ot MY FON - 
t CD(0) 
T s Jer)de= f CPO | FE), ED) 
一 p | P 
S _ 
8 | f(t+b)u(t+)b) ` ` ` |+ etbPF( p> b => 0 
1 p 
9 x f (bt). F(—) 
10 | fet) | FOP - b) 
rm... 
0 | Fic POF (p) 


= fic tdw falt) 


ee I 


` ~= T=! `: tu 一 一 一 一 一 一 


像 原 = # | O RBA, 
12 -lim fit, a) lim #F(P, a) 
-On 以 一 (0 . 
13 I Lja, (x ) | Pp, q) 
Q i 、 zi 
14 mof (t, ayda | aF P, ada 
| f 
| 1s | tf( +t) | - F! (p) 
16 | t fel) | (- 1"F On) ( p) 
fit) | ' oo ， 
17 — | IN 
18| Ref( 1) Ea x ReF (b) 
19 Im f(t) I | ImF (bP) 
| lim f(t)= Hm pF) 
x t >=) P —oo , 
?1 lim f(t)= lim bbF( 训 )。pF(b) 的 奇 点 都 在 Rep< 0 
y —oo P —> 0 | o 


O ZERER/CI)= 0 (H tD0RD. 
附 表 二 ” 拉 普 拉 斯 变换 简 表 
| m 函数 | emg | 


l | + oo 
F Cb) -有 f ( t )e-?tdt 


roef t120 sF pyd 
| =- joo ` p 


2n; Y 
1 b(t) | 1 
| | .1. 
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_ ` 2 a . I .. B Fá i ( 续 ) 
| TEE >] TE 
3 | f | po 
! nmì 1 
4 | (3-1) | S p” 
— _ zi - — 一 一 一 
š FJ Rea 20 x o p 
一 
6 a | | P +a 
| 1 
-ag 
1 x te | (P + a)2 | 
n-lea 1 ` 
° (n — 1) (b + a)n 
| fa-le-pr | 
š; x l(a) (Pb) 
eat ebr l 1 
j) -a x ` (P+ ay(p +b) 
| a-bed -(a- c ye" Pro 
11 | c-b — Prb Dte) ' | 
: w B 一 一 一 
12 sino? . | . x pz + or | x i | 
| 13 | cosot x | _ P 
x | — p+? 
ll sinhof i | Ta í . 
15 coshot | i | _ 
16 eisinwt ` | | (P +a) +o , 
17 2 41COS? —— 
| (P +a 2 + ot 


| t | P 
18 | ET smat . | | (p twt) 
[ ' , p? 一 aê 
19 f cos . | 


(p+) 
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TH 
eat "ew . 
(b -ayto ay (a be b) | 1 
x. eet oO ` (P TGP +b ) (b +o), 
| HO qat enbe), e 
1-cosof > x 1 
21 02 ` EETA 
22 cosat — cosbt ` | p “—- 
Dal ~ Cpt +a (pL Fo) 


i i 
27 1 +e erf(v/ t 1) | | | | zver 
tr 1 -~ m” 4)) | _— 
28 eL 1 serto 1 | b(1 +V b) 


81 (== 


| | | | EË ' 
82 JE) | x | y pit 1 


| | | o R) 


3 rh 4 35918 HH 

1， b (+ ) 单 位 脉冲 函数 。 | 
?. u (th r K 8. o 
8. rca) qis. 


TY Q )= - f: vale-rdx 


4. Jo f ) 生 相册 尔 国 数 ， | 
PRU | 14 . `... t | 
人 


5. J, t) nE 5 3 K BR 3, 


oo 


. . | patim | f 
J 3) C 128 nami ">O 


J (1)= 1 — 


= a ft. 
6. erf o]: ez dx 


1 ~ erff .? ) = 一 一 -一 一 afi e-sz2dx x 


HRE BETEBEMAA 


o Q í 数 
ü Fofi 
| f(t) F Ga) = _ f (Cu ye'awx<dqu 
l | t aca) tada Fla) 
KERLI u _ e 
2 | cfy(1)+b/fs( t) | | —— 


EITE P(S) 


a | fet -—- t) _ | | . estava) 


-—— r 


11 


"7 


+ co 


fi(t)fs( t) 


o7! ufal t — u )du 
= fict) fs( f) 


Fd 
FCE) ta Fa) 
.(#} E 
ft) | Ga Fla) 
t | 
| | 1 
I f Foda | Fo) 
I -iff( t) | pra) 
f (+ eit 、 | F(a-b) 


Ti(a) F(a) 


. 1 +oeo , 

>x oofl t) Fala - t)dt 
1 | x | 

=-y x a) Fa) 


t 


附 表 四 ”华里 叶 变 换 简 到 


像 W = 数 o REK 


3 | u( t) 
4 u( 1-1) — ia 
| ia 
5 u(t)eb b>0 ` ` 1 
| b +a 
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10 | 


1i 


12 


TEE 


uct- eh, b> O 


ebr, b >0 | 


u ( $ Jsinbt 
s (t )coebt 


e072 


u ( f >t” 


像 


er-ire-tat 
b +a 


数 


《 续 ) 


` f< 


(3) 


J 题 一 
(13 pto 
O 
(人 
p 


pš — Qo 


| 1 ,i 
(4) — 3 ~ 4e? + etp) 


1 1 _ 4e%? e73? 


5 pp 
[a 2 3vr _ 6 
(1) PO FT + P 
10 —- 3 P 
(2) EF 
| 
($) d =), 4 
pŠ p- 2 
《4》 不 存在 
(6) 


pitá 
(1 ) eZr š 


(2) 4cos2# -一 sin2# 


(3) 2 -—51# 
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af12 _ 5-1/2 
3 
1- 
(6) -zy 1 ~e 27) 


(7) 一 1 + e-27) 


| . 
(8) —zr 4 (Cosat ~ cosbt) 


1 $ 2? 
一 一 -一 一 + — pif a p E 
(9) —-— tq e qg e 


4 (1) — (e`? + 3e-2p) 


(2) ep3p+t1) 


(38) .u(?-—5) 
(4) 2u(t-—1)-u(t- 2) 


5. (1) 3 u (t) +(cost ~ u(t -— | 


u(t)-3u( + -—)- u(t -—)sin( + ~ ' 


3 ( 1 —e *p/2) _ po-xp/2 
b bPt+ 1 


p-a 
6 (1) I-> 


2 _ 
(2) arctg D 
ap . | 
(3) Tp S 
ca) -12 名 -16 
(p2+ 4)5 | . 
..5) zw’ e l 


jpawwwwua— ,Ţ 
( p2 + UL )2 


(6) la( 1 + 一) 


11. 


9) t<5B, 0; t>5 时 ， 


| 20b 
ki 7 ) (p? _ MESE 
| 7e-8:t-1/? 
(8) —— 


V x 


2( 一 5 -172g2 (t-6) 


y x 
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y nt 


C2) az IFO- 


-高志 f 再 求证 其 中 卷 积 即 et. eril t) -- 
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2 sina (asinax+ce cosax-1) da . | 
Y (x) = +J ~ a(l +a?) - 


` r 
f ë paaa a -rr 


Information] 
JUD 
192549 


a | 
agi 
[| 


o OOA cd O 

Q D] J.O — ll 
cūaðea l o 
o ll Ilo Il œO =O 
Q J nr] 
-DIDDIJW P] 


